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ÖZET

Bu tezde, Bell [7] taraf�ndan ortaya konan toplanabilme metodunu kullanarak,
sürekli fonksiyonlara ve türevlerine, pozitif lineer operatörler s�n�f�ndan daha
geni³ bir s�n�f ile yakla³�lmaya çal�³�lacakt�r. Sonuçlar�m�z sadece Baskakov'un
dü³üncelerini de§il [5], ayn� zamanda pozitif lineer operatörlere dayanan Korovkin
teorisini de [17] geli³tirecektir. Son olarak böyle bir çal�³maya neden ihtiyaç duy-
du§umuzu daha somut bir ³ekilde gösterebilmek için seçti§imiz özel bir operatör
dizisinin, sürekli bir fonksiyonun türevine toplanabilme metoduyla yakla³abildi§i,
ancak klasik manada yak�nsayamad�§�, gra�kleri çizilerek gösterilecektir.
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ABSTRACT

In this thesis, using the summability process given by Bell [5] we study on the
approximation to a function and its derivatives by means of a wider class of linear
operators than a family of positive linear operators. Our results improve not only
Baskakov's idea [5], but also the Korovkin theory [17] based on positive linear
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S�MGE L�STES�

Bu çal�³mada kullan�lm�³ olan simgeler aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da verilmek-

tedir.

Simgeler Aç�klama

C[a, b] [a,b] kapal� aral�§�ndaki sürekli fonksiyonlar uzay�

Ck[a, b] [a,b] kapal� aral�§�ndaki k �nc� mertebeden türevi var ve

sürekli olan fonksiyonlar uzay�

χA A kümesinin karakteristik fonksiyonu

|A| A kümesinin eleman say�s�

δ (K) K kümesinin yo§unlu§u

δA(K) K kümesinin A−yo§unlu§u
st− lim

n→∞
xn (xn) dizisinin istatistiksel limiti

stA − lim
n→∞

xn (xn) dizisinin A−istatistiksel limiti

lim
n→∞

∞∑
k=1

aυnkxk (xn) dizisinin A−limiti

stA− lim
k→∞

supxk (xk) dizisinin üst A−istatistiksel limiti

stA − lim
k→∞

inf xk (xk) dizisinin alt A−istatistiksel limiti

ix



1. G�R��

1960 y�l�nda Korovkin [17], pozitif lineer operatörler dizisinin kapal� aral�kta

sürekli fonksiyonlara düzgün yak�nsamas�n� incelemi³tir. Literatürde Korovkin

teorisi olarak geçen bu teoriyi 1973 y�l�nda Rus matematikçi Baskakov [5], pozitif

lineer operatörler s�n�f�ndan daha geni³ bir s�n�f tan�mlayarak, bu operatörler

s�n�f�na ait lineer operatörler dizisinin fonksiyonlara ve türevlerine düzgün

yak�nsakl�§�n� incelemi³tir. Son y�llarda klasik manada yak�nsakl�§�n eksiklerinin

üstesinden gelebilmek için Korovkin teorisi üzerinde, hemen hemen yak�nsakl�k,

aritmetik ortalama yak�nsakl�k, istatistiksel yak�nsakl�k ve toplanabilme metodu

gibi birçok yak�nsakl�k metodlar� kullan�lm�³t�r [3, 4, 13, 21, 24]. 2008 y�l�nda

Anastassiou ve Duman [2], Baskakov'un sonuçlar�n� Freedman ve Sember [11]

taraf�ndan tan�mlanan A−istatistiksel yak�nsakl�k kavram� için incelemi³tir.

Fakat bizim çal�³mam�zda teori Bell taraf�ndan verilen toplanabilme metodu [7]

kavram� yard�m�yla ele al�nacakt�r.

Bu tez be³ bölümden olu³maktad�r. �lk bölüm giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r. �kinci

bölümde istatistiksel yak�nsakl�§a, A−istatistiksel yak�nsakl�§a ve toplanabilme

metoduna ili³kin temel tan�m ve teoremlerle birlikte, bu kavramlar�n birbirleriyle

olan ili³kilerine yer verilmi³tir. Üçüncü bölümde, lineer operatörler yard�m�yla

sürekli fonksiyonlara ve bu fonksiyonlar�n türevlerine A−istatistiksel yakla³�mdan

bahsedilmi³tir. Orjinal sonuçlar�m�z�n bulundu§u dördüncü bölümde, sürekli

fonksiyonlara ve türevlerine, toplanabilme metodu ile yakla³�mlar elde edilmi³tir.

Son bölümde ise bu tezden elde edilen sonuçlara ve uygulamalar�na de§inilmi³tir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ihtiyac�m�z olan baz� temel tan�m ve teoremlerden bahsedilecektir.

�lk olarak "�statistiksel yak�nsakl�k" tan�m� daha sonra ise bu yak�nsakl�§�n

daha genel hali olan "A−�statistiksel yak�nsakl�k" tan�m� verilecektir. Son

olarak çal�³mam�zda esas ald�§�m�z ve di§er yak�nsakl�k metodlar�ndan farkl� olan

"toplanabilme metodu" kavram�ndan bahsedilecektir.

2.1 �statistiksel Yak�nsakl�k

N do§al say�lar kümesini göstermek üzere K ⊆ N alt kümesi verilsin ve ayr�ca

{k ≤ n : k ∈ K} kümesi Kn ile, K kümesinin eleman say�s� da |K| ile gösterilsin.

Tan�m 2.1.1. Bir K ⊆ N alt kümesi için

lim
n→∞

1

n
|Kn|

limiti mevcut ise bu limit de§erine K kümesinin "yo§unlu§u" denir ve δ(K) ile

gösterilir [22].

Örnek 2.1.1. Yukar�daki tan�mdan hareketle

• δ (N) = 1,

• δ ({2k : k ∈ N}) = 1
2

oldu§u görülebilir. Yine sonlu elemanl� bir B kümesi için δ (B) = 0 olaca§� gibi

sonsuz elemana sahip olan {m2 : m ∈ N} kümesi için de δ ({m2 : m ∈ N}) = 0

olur. Ayr�ca asal say�lar kümesinin de s�f�r yo§unluklu oldu§u bilinmektedir [22].
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Yo§unluk tan�m�ndan yararlanarak istatistiksel yak�nsakl�k tan�m� a³a§�daki

³ekilde verilebilir.

Tan�m 2.1.2. Verilen kompleks ya da reel terimli bir (xk) dizisi, her ε > 0 için

δ({k : |xk − L| ≥ ε}) = 0

ko³ulunu sa§l�yorsa, (xk) dizisi L say�s�na "istatistiksel yak�nsakt�r" denir ve

st− lim
k→∞

xk = L

³eklinde gösterilir [10].

�statistiksel yak�nsakl�k tan�m�ndan anla³�laca§� gibi, e§er bir (xk) dizisi bir L

say�s�na istatistiksel yak�nsak ise, bu durumda L say�s�n�n herhangi bir ε > 0

kom³ulu§unda dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunabilirken bu kom³ulu§un

d�³�nda da, indis kümesi s�f�r yo§unluklu olmak ko³uluyla, dizinin sonsuz çoklukta

terimi bulunabilir.

�unu da belirtelim ki bir (xk) dizisi L say�s�na yak�nsak ise, bu durumda L nin her

kom³ulu§unda dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken, bu kom³ulu§un d�³�nda

diziye ait en fazla sonlu adette terim bulunabilir. Dolay�s�yla bu sonlu adetteki

terimlerin indislerinin olu³turaca§� kümenin yo§unlu§u s�f�rd�r, yani (xk) dizisi L

say�s�na istatistiksel yak�nsak olur. A³a§�daki örnek ise tersinin her zaman do§ru

olmad�§�n� göstermektedir.

Örnek 2.1.2. xn dizisinin genel terimi

xn =

{
1 ; n = m2

0 ;n 6= m2

³eklinde tan�mlan�rsa st− lim
n→∞

xn = 0 olur. Ancak (xn) dizisi yak�nsak de§ildir.

Klasik anlamda yak�nsakl�k ile istatistiksel yak�nsakl�k aras�ndaki bir di§er önemli

fark ise bilindi§i üzere yak�nsak olan her dizi ayn� zamanda s�n�rl� olmas�na

ra§men istatistiksel yak�nsak her dizi için bu durum geçerli de§ildir.

Örnek 2.1.3.

xk =

{ √
k ; k asal

0 ; d.d.

³eklinde tan�mlan�rsa st− lim
n→∞

xn = 0 olur, fakat bu dizi s�n�rl� de§ildir.
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2.2 A−�statistiksel Yak�nsakl�k

Bu k�s�mda regüler matris, A−yo§unluk, ve A−istatistiksel yak�nsakl�k kavram-

lar�ndan söz edilecektir.

Tan�m 2.2.1. A = (ank) k, n =1,2,3,... sonsuz bir matris olmak üzere e§er

lim
n→∞

xn = L iken, lim
n→∞

(Ax)n = L ko³ulu sa§lan�yorsa, A matrisine "regüler

matris" denir. Burada

(Ax)n =
∞∑
k=1

ankxk

dizisi her n ∈ N için yak�nsaksa, (Ax)n dizisine (xk) dizisinin "A−dönü³üm
dizisi" denir [7].

Bir A = (ank) matrisinin regüler olmas�, Silverman-Toeplitz ko³ullar� olarak

bilinen a³a§�daki üç ko³ulla karakterize edilmektedir.

Teorem 2.2.1. Bir A = (ank) matrisinin regüler olmas� için gerek ve yeter ³art

1. sup
n

∞∑
k=1

|ank| <∞,

2. ∀k ∈ N, ak := lim
n→∞

ank = 0,

3. lim
n→∞

∞∑
k=1

ank = 1,

ko³ullar�n�n sa§lanmas�d�r [14, 20].

Örnek 2.2.1. Yukar�daki teoremden hareketle C1 = (cnk) =

{
1
n

; 1 ≤ k ≤ n

0 ; d.d
Cesàro matrisi ve I birim matrisinin regüler olduklar� kolayca görülebilir. Burada

C1 =



1 0 0 0 0 · · ·
1
2

1
2

0 0 0
1
3

1
3

1
3

0 0
1
4

1
4

1
4

1
4

0
...

. . .


, I =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
. . .


³eklinde yaz�labilir.
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A−yo§unluk tan�m� a³a§�daki ³ekilde verilmektedir.

Tan�m 2.2.2. A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris olsun. K ⊆ N kümesi

için

lim
n→∞

∑
kεK

ank

limiti mevcutsa, bu limit de§erine K kümesinin "A-yo§unlu§u" denir ve δA(K)

ile gösterilir [11].

A−yo§unluk tan�m� verildi§ine göre art�k A−istatistiksel yak�nsakl�k tan�m�ndan

bahsedilebilir.

Tan�m 2.2.3. A=(ank) negatif olmayan regüler bir matris olsun. E§er her ε > 0

için K(ε) := {k : |xk − L| ≥ ε} olmak üzere

lim
n→∞

∞∑
k=1

ankχK(ε)(k) = 0

ise, ya da buna denk olarak, her ε > 0 için

lim
n→∞

∑
k:|xk−L|≥ε

ank = 0

gerçekleniyorsa, bu durumda (xk) dizisi L say�s�na "A-istatistiksel yak�nsakt�r"

denir ve

stA − lim
k→∞

xk = L

³eklinde gösterilir [11].

Burada A matrisi yerine özel olarak C1 Cesàro matrisi al�n�rsa A−istatistiksel
yak�nsakl�k, istatistiksel yak�nsakl�§a indirgenir. Bu da bize istatistiksel yak�nsak-

l�§�n, A−istatistiksel yak�nsakl�§�n bir özel hali oldu§unu göstermektedir. E§er A

matrisi yerine I birim matrisi al�n�rsa, A−istatistiksel yak�nsakl�k klasik manada

yak�nsakl�§a indirgenir. Dolay�s�yla A−istatistiksel yak�nsakl�k için geçerli olan

bütün durumlar istatistiksel yak�nsakl�k ve klasik anlamda yak�nsakl�k için de

geçerlidir.

5



2.3 Toplanabilme Metodu

Bu k�s�mda aritmetik ortalama yak�nsakl�k (Cesàro mean convergence), hemen

hemen yak�nsakl�k (almost convergence) ve toplanabilme metodundan bahsedile-

cektir. �lk olarak aritmetik ortalama yak�nsakl�k kavram� üzerinde durulacakt�r.

Tan�m 2.3.1. (xn) reel terimli bir dizi olmak üzere
1

n

n∑
k=1

xk =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
dizisi için

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xk = L

olacak ³ekilde L ∈ R say�s� varsa (xn) dizisi L say�s�na "aritmetik ortalama

yak�nsakt�r" (ya da Cesàro ortalama yak�nsakt�r) denir [18].

Aritmetik ortalama yak�nsakl�§�n, klasik anlamdaki yak�nsakl�ktan daha genel bir

yak�nsakl�k oldu§u s�radaki teoremle söylenilebilir.

Teorem 2.3.1. (xn) reel bir dizi olmak üzere limn→∞ xn = L ise

lim
n→∞

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

= L

olur; yani yak�nsak her (xn) dizisi ayn� say�ya aritmetik ortalama yak�nsakt�r.

Ancak Teorem 2.3.1 in tersi her zaman do§ru de§ildir. Bu da aritmetik ortalama

yak�nsakl�§�n, klasik manada yak�nsakl�§�n a³ikar olmayan bir genelle³tirmesi

oldu§unu gösterir.

Örnek 2.3.1. (xn) = ((−1)n) dizisine bakacak olursak, dizinin alt dizileri

farkl� iki noktaya yak�nsad�§� için (xn) dizisi �raksakt�r. Fakat dizinin aritmetik

ortalamas�
1

n

n∑
k=1

(−1)k =

{
−1
n

; n tek ise

0 ; n çift ise

oldu§undan

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(−1)k = 0

olur. Yani (xn) dizisi 0 say�s�na aritmetik ortalama yak�nsakt�r.

Hemen hemen yak�nsakl�§�n tan�m� a³a§�daki ³ekildedir.
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Tan�m 2.3.2. (xn) reel terimli bir dizi olmak üzere cυn := 1
n

n+υ−1∑
k=υ

xk (υ, n ∈ N)

³eklinde tan�mlans�n. E§er

lim
n→∞

cυn = L (υ ye göre düzgün)

olacak ³ekilde L ∈ R say�s� varsa (xn) dizisi L say�s�na "hemen hemen

yak�nsakt�r" denir [18].

Hemen hemen yak�nsak dizilerin önemli bir özelli§i a³a§�daki teoremle gösterile-

cektir.

Teorem 2.3.2. (xn) reel terimli bir dizi olsun. E§er (xn) dizisi hemen hemen

yak�nsak ise

sup
n∈N
|xn| < M

olacak ³ekilde bir M > 0 reel say�s� vard�r; yani hemen hemen yak�nsak diziler

s�n�rl�d�r [18].

Fakat bu teorem aritmetik ortalama yak�nsakl�k için geçerli de§ildir. Bu durum

a³a§�daki örnek üzerinden aç�k bir ³ekilde gösterilebilir.

Örnek 2.3.2. (xn) dizisini

xn =

{ √
n ;n = m2

0 ; d.d.

³eklinde tan�mlans�n. Burada ∀n ∈ N için m2 ≤ n < (m + 1)2 olacak ³ekilde bir

m ∈ N vard�r. Buradan

1 + 2 + · · ·+m

n
≤ 1

n

n∑
k=1

xk ≤
1 + 2 + · · ·+m+ 1

n

e³itli§i kolayl�kla görülebilir. 1 + 2 + · · ·+m =
m(m+ 1)

2
oldu§u kullan�l�rsa

m(m+ 1)

2n
≤ 1

n

n∑
k=1

xk ≤
(m+ 1)(m+ 2)

2n

e³itsizli§i elde edilir. Ayr�ca m2 ≤ n < (m+ 1)2 oldu§u kullan�larak

m(m+ 1)

2(m+ 1)2
≤ 1

n

n∑
k=1

xk ≤
(m+ 1)(m+ 2)

2m2
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e³itsizli§ine ula³�l�r. Buradan n→∞ iken m→∞ oldu§undan

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xk =
1

2

oldu§u görülür. Yani (xn) dizisi 1
2
say�s�na aritmetik ortalama yak�nsakt�r

fakat s�n�rl� olmad�§� için hemen hemen yak�nsak de§ildir. Dolay�s�yla aritmetik

ortalama yak�nsakl�k, hemen hemen yak�nsakl�§� gerektirmez.

Dikkat edilirse hemen hemen yak�nsakl�§�n, aritmetik ortalama yak�nsakl�§�

gerektirdi§i görülebilir. Çünkü tan�m�nda ∀υ ∈ N için limn→∞ 1/n
∑n+υ−1

k=υ xk

limiti yak�nsak olaca§�ndan υ = 1 seçildi§inde limn→∞ 1/n
∑n

k=1xk limiti de

yak�nsak olacakt�r.

Toplanabilme metodunun tan�m� a³a§�daki ³ekildedir.

Tan�m 2.3.3. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) reel terimli matrislerin bir dizisi

olsun. x := (xk) dizisi için

tυn :=
∞∑
k=1

aυnkxk

dizisi n → ∞ iken bir L say�s�na υ ye göre düzgün yak�ns�yorsa xk dizisi L

say�s�na "A-toplanabilirdir" denir ve

Ax→ L veya limAx=L

³eklinde gösterilir [6]. Burada yukar�daki serinin her n, υ ∈ N için yak�nsak

oldu§u kabul edilmektedir. Bu nedenle A matrisler dizisine bundan sonra

"toplanabilme metodu" ad� verilecektir.

Bu tan�mda ∀υ = 1, 2, ... için Aυ yerine I birim matrisi al�nd�§�nda A-
toplanabilirli§in klasik manada yak�nsakl�§a dönü³tü§ü görülür. Benzer ³ekilde

Aυ yerine C1 Cesàro matrisini al�nd�§�nda A−toplanabilmenin; dizinin artimetik

ortalama yak�nsakl�§�na; F υ matris ailesi al�nd�§�nda hemen hemen yak�nsakl�§a

dönü³tü§ü kolayl�kla görülebilir. Buradaki F υ matris ailesi ³u ³ekilde tan�ml�d�r:

F υ = (cυnk) =

{
1
n

; υ ≤ k ≤ n+ υ − 1

0 ; d.d.
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Sonuç olarak toplanabilme metodu için geçerli olan durumlar klasik yak�nsakl�k,

ortalama yak�nsakl�k ve hemen hemen yak�nsakl�k için de geçerlidir. Dikkat

edilirse toplanabilme metodunun Jurkat ve Peyerimho� [15, 16] taraf�ndan tan�m-

lanan dereceli yak�nsakl�k (order summability) metodunu da içerdi§i görülebilir.

�unu da belirtelim ki Swetits toplanabilme metodunu fonksiyonlara pozitif

lineer operatörlerle yakla³�rken kullanm�³t�r [24]. Fakat tezimizde pozitif lineer

operatörlerden daha geni³ bir s�n�f için yakla³�m teoremleri elde edilecektir.

A−toplanabilirlik ve A-istatistiksel yak�nsakl�k kavramlar� birbirlerini gerek-

tirmeyen kavramlard�r. Bu durum a³a§�da, örnekler üzerinden görülebilir.

A−toplanabilirli§inA-istatistiksel yak�nsakl�§� gerektirmedi§ini gösteren bir örnek

a³a§�daki ³ekilde verilebilir.

Örnek 2.3.3. ∀υ ∈ N için Aυ matrisi Aυ = C1 Cesàro matrisi al�n�rsa

(xn) =

(
(−1)n 2n

n+ 1

)
dizisinin 0 a C1-toplanabilir yani aritmetik ortalama

yak�nsak oldu§u kolayca görülebilir. Fakat C1-istatistiksel yak�nsak de§ildir yani

istatistiksel yak�nsak de§ildir. Çünkü (xn) dizisi n ler tek iken −2 ye çift iken

2 ye yak�nsad�§�ndan dolay� −2 ve 2 noktalar�n�n ε kom³uluklar� d�³�ndaki indis

kümesinin yo§unlu§u 1
2
olup s�f�rdan farkl�d�r.

A-istatistiksel yak�nsakl�§�n A−toplanabilirli§i gerektirmedi§i a³a§�daki örnek

üzerinden görülebilir.

Örnek 2.3.4. Yine bir önceki örnekte oldu§u gibi ∀υ ∈ N için Aυ matrisi Aυ =

C1 Cesàro matrisi al�ns�n. Bu durumda

xn =

{
n ;n = m2

0 ;n 6= m2
, m ∈ N

dizisine bak�lacak olunursa bu dizinin 0 a C1−istatistiksel yak�nsak (ya da is-

tatistiksel yak�nsak) oldu§u kolayca görülebilir. Çünkü {n ∈ N : n = m2, m ∈ N}
kümesi 0 yo§unluklu bir kümedir.

Ancak, m2 ≤ n < (m+ 1)2 oldu§undan
1

n

n∑
k=1

xk dizisi için

1

(m+ 1)2

n∑
k=1

xk ≤
1

n

n∑
k=1

xk

9



e³itsizli§i yaz�labilir.
n∑
k=1

xk =
m(m+ 1)(2m+ 1)

6
sa§land�§�ndan

lim
m→∞

1

(m+ 1)2

n∑
k=1

xk =∞

olur. m→∞ iken n→∞ olaca§�ndan kar³�la³t�rma testinden

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xk =∞

olur. Dolay�s�yla xk dizisi aritmetik ortalama yak�nsak de§ildir.

Çal�³malar�m�zda A matrisler ailesi regüler olarak al�naca§�ndan ihtiyaç duyulan

bir ba³ka tan�m da A matrisler dizisinin regülerli§idir.

Tan�m 2.3.4. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) toplanabilme metodu verilsin.

E§er limn→∞ xn = L iken (xn) dizisi L ye A−toplanabiliyorsa; A = {Aυ}
metoduna "regülerdir" denir [7].

A metodunun regülerli§inin karakterizasyonu da a³a§�daki gibidir.

Teorem 2.3.3. A = {Aυ} = {(aυnk)} metodunun regüler olmas� için gerek ve

yeter ko³ul

1. ∀k = 1, 2, ...,için lim
n→∞

aυnk = 0 (υ ye göre düzgün);

2. lim
n→∞

∞∑
k=1

aυnk = 1 (υ ye göre düzgün);

3. ∀n, υ = 1, 2, ...,için
∞∑
k=1

|aυnk| < ∞, ve n ≥ N için ve ∀υ = 1, 2, ...,için

∞∑
k=1

|aυnk| < M, olacak ³ekilde N,M pozitif tamsay�lar� vard�r;

ko³ullar�n�n sa§lanmas�d�r [7].

Örnek 2.3.5. Yukar�daki teoremden hareketle F υ matrisler dizisinin regüler

oldu§u kolayca görülmektedir.
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3. BASKAKOV T�P�NDE

�STAT�ST�KSEL KOROVK�N TEOR�S�

Bu bölümde daha önce Anastassiou ve Duman [2] taraf�ndan incelenen Korovkin

tipi yakla³�mlarda Baskakov'un elde etti§i sonuçlar�n [5] istatistiksel versiyonlar�

hat�rlat�lacakt�r. Bir ba³ka deyi³le sürekli fonksiyonlara ve çift ve tek mertebeli

türevlerine lineer operatörler yard�m�yla A−istatistiksel yakla³�m teoremleri

gösterilecektir.

3.1 �statistiksel Korovkin Teorisi

Bu k�s�mda A−istatistiksel yak�nsakl�k yard�m�yla belli bir s�n�fa ait lineer

operatörlerin sürekli fonksiyonlara yakla³�m� incelenecektir.

Konunun daha iyi anla³�labilmesi için öncelikle birkaç tan�m verilmesi gerekmek-

tedir.

Tan�m 3.1.1. f , [a, b] ⊂ R aral�§�nda tan�ml� bir fonksiyon olsun.P ={P =

{x0, x1, ..., xp}| P, [a, b] aral�§�n�n bir parçalanmas�} iken

V a
b (f) := sup

PεP

p−1∑
i=0

|f(xi+1)− f(xi)|

³eklinde tan�mlad�§�nda

V a
b (f) ≤M

olacak ³ekilde M ∈ R+ say�s� varsa, f fonksiyonuna [a, b] aral�§�nda "s�n�rl�

sal�n�ml�d�r" denir. E§er f türevlenebilirse V a
b (f) :=

b∫
a

|f ′(x)| dx ≤ M olacak
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³ekilde M ∈ R+ say�s� olmas� yeterlidir.

Çal�³malar�m�zda, a³a§�daki lineer operatörlerin yakla³�m özellikleri incelenecek-

tir:

Lk(f ;x) :=
b∫
a

f(y)dϕk(x, y), f ∈ C[a, b], x ∈ [a, b], k ∈ N. (3.1)

Burada ϕk(x, y) fonksiyonu her k ∈ N ve her sabit x ∈ [a, b] için y ye göre [a, b]

aral�§�nda s�n�rl� sal�n�ml�d�r. Ayr�ca dikkat edilirse ϕk(x, y), y ye göre azalmayan

bir fonksiyon ise, Lk operatörünun de pozitif oldu§u görülür. Çünkü Lk operatörü

incelendi§inde, f(y) ≥ 0 iken ϕk(x, y) fonksiyonu azalmayan oldu§undan

Lk(f ;x) =
b∫
a

f(y)dϕk(x, y) ≥ m
b∫
a

dϕk(x, y) ≥ m(dϕk(x, b) − dϕk(x, a)) e³itsizli§i

elde edilir. Burada m := inf{f(y) : y ∈ [a, b]} olarak tan�ml�d�r. f fonksiyonu

pozitif oldu§undan m ≥ 0 olur. Ayr�ca ϕk(x, y) fonksiyonu y ye göre azalmayan

oldu§undan dϕk(x, b)− dϕk(x, a) ≥ 0 olur. Dolay�s�yla Lk(f ;x) ≥ 0 yani pozitif

lineer operatördür.

Yakla³�mlar için Baskakov taraf�ndan tan�mlanan a³a§�daki operatör ailesine

ihtiyaç duyulmaktad�r.

Tan�m 3.1.2. ∀ x ∈ [a, b] ve ∀k ∈ N için;

I
(1)
2m,k(y) :=

y∫
a

y1∫
a

...
y2m−1∫
a

dϕk(x, y2m)...dy2dy1 ; a ≤ y ≤ x,

I
(2)
2m,k(y) :=

b∫
y

b∫
y1

...
b∫

y2m−1

dϕk(x, y2m)...dy2dy1 ; x ≤ y ≤ b,

integrallerin i³aretleri ∀y ∈ [a, b] için ayn� ve sabit ancak k ∈ N ye ba§l� olarak

de§i³ebiliyorsa, bu ³ekilde (3.1) deki Lk operatörlerinin s�n�f�n� E2m (m ≥ 1) ile

gösteririz [5].

Anastassiou ve Duman [2] taraf�ndan ispatlanan iki yakla³�m teoremi a³a§�da

verilmi³tir.

Teorem 3.1.1. A = (ank) negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi olsun.

E§er (3.1) operatörü E2m, m ≥ 1 s�n�f�na aitse ve

stA − lim
k→∞
‖Lk(ei)− ei‖ = 0, i = 0, 1, ..., 2m; ei(x) = xi, (i = 0, 1, ..., 2m)
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ko³ulunu sa§l�yorsa, ∀f ∈ C2m [a, b] için,

stA − lim
k→∞
‖Lk(f)− f‖ = 0

olur [2].

Teorem 3.1.2. A = (ank) negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi ve (3.1)

operatörü E2m, m ≥ 1 s�n�f�na ait olsun. E§er

stA − lim
k→∞
‖Lk(ei)− ei‖ = 0, (i = 0, 1, ..., 2m)

ko³ulunu sa§l�yorsa ve

δA

({
k :

b∫
a

|dϕk(x, y)| ≥M

})
= 0

olacak ³ekilde M > 0 say�s� varsa, ∀f ∈ C [a, b] için

stA − lim
k→∞
‖Lk(f)− f‖ = 0

elde edilir [2].

Yukar�daki teoremlerde A = C1 Cesàro matrisi al�n�rsa, teoremlerin istatistiksel

yak�nsakl�k için de gerçeklendi§i görülebilir. Hatta A = I birim matrisi

al�nd�§�nda daha önce Baskakov'un elde etmi³ oldu§u klasik anlamda yak�nsakl�k

için de sa§land�§� sonucuna kolayl�kla ula³�labilir.

3.2 Fonksiyonlar�n Türevlerine �statistiksel

Yakla³�m

Bu bölümde Anastassiou ve Duman [2] taraf�ndan verilen sürekli fonksiyonlar�n

tek ve çift mertebeli türevlerine A−istatistiksel yakla³�m teoremleri hat�rlat�la-

cakt�r.

�lk olarak çift mertebeli türevlere yakla³�m teoremleri a³a§�daki ³ekilde verilecek-

tir.
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Teorem 3.2.1. A = (ank) negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi olsun.

E§er (3.1) operatörü E2m, m > 1 s�n�f�na ait ise ve

stA − lim
k→∞

∥∥∥Lk(ei)− e(2r)i

∥∥∥ = 0, (i = 0, 1, ..., 2m), r < m

ko³ulu sa§lan�yorsa, ∀f ∈ C2m [a, b] için

stA − lim
k→∞

∥∥Lk(f)− f (2r)
∥∥ = 0

olur [2].

Teorem 3.2.2. A = (ank) negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi olsun.

E§er (3.1) operatörü E2m, m > 1 s�n�f�na ait ise ve

stA − lim
k→∞

∥∥∥Lk(ei)− e(2r)i

∥∥∥ = 0, (i = 0, 1, ..., 2m)

oldu§unda ve de

δA

k :

x∫
a

∣∣∣I(1)2r,k(y)
∣∣∣ dy + b∫

x

∣∣∣I(2)2r,k(y)
∣∣∣ dy ≥M


 = 0

olacak ³ekilde M > 0 say�s� varsa, ∀f ∈ C2r [a, b] (r < m) için

stA − lim
k→∞

∥∥Lk(f)− f (2r)
∥∥ = 0

olur [2].

Tek mertebeli türevlere yakla³abilmek için E2k+1 s�n�f�n�n tan�m�na ihtiyaç

duyulmaktad�r.

Tan�m 3.2.1. Sabit her x ∈ [a.b] , ve ∀k ∈ N için

I
(1)
2m+1,k(y) :=

y∫
a

y1∫
a

...
y2m∫
a

dϕk(x, y2m+1)...dy2dy1 ; a ≤ y ≤ x,

I
(1)
2m+1,k(y) :=

b∫
y

b∫
y1

...
b∫

y2m

dϕk(x, y2m+1)...dy2dy1 ; x ≤ y ≤ b,
,

integrallerin i³aretleri ∀y ∈ [a, b] için sabit ve z�t ise, bu ³ekilde (3.1) deki Lk

operatörlerinin s�n�f�n� E2m+1 (m ≥ 1) ile gösteririz [5].
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Teorem 3.2.3. A = (ank) negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi olsun.

E§er (3.1) operatörü E2m+1, m ≥ 1 s�n�f�na ait ise ve

stA − lim
k→∞

∥∥∥Lk(ei)− e(2r+1)
i

∥∥∥ = 0, (i = 0, 1, ..., 2m), r < m,

ko³ulu sa§lan�yorsa ∀f ∈ C2m+1 [a, b] için

stA − lim
k→∞

∥∥Lk(f)− f (2r+1)
∥∥ = 0

olur [2].

Teorem 3.2.4. A = (ank) negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi olsun.

E§er (3.1) operatörü E2m+1, m ≥ 1 s�n�f�na ait ise ve

stA − lim
k→∞

∥∥∥Lk(ei)− e(2r+1)
i

∥∥∥ = 0, (i = 0, 1, ..., 2m), r < m,

oldu§unda ve de

δA

({
k :

x∫
a

∣∣∣I(1)2r+1,k(y)
∣∣∣ dy + b∫

x

∣∣∣I(2)2r+1,k(y)
∣∣∣ dy ≥M

})
= 0

olacak ³ekilde M > 0 say�s� varsa, ∀f ∈ C2r+1 [a, b] (r < m) için

stA − lim
k→∞

∥∥Lk(f)− f 2r+1
∥∥ = 0

olur [2].

Benzer ³eklide yukar�daki teoremlerde A = C1 Cesàro matrisi ve A = I

birim matrisi al�nd�§�nda, teoremlerin istatistiksel yak�nsakl�k ve klasik manada

yak�nsakl�k için de sa§land�§� görülebilir.
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4. TOPLAM SÜREC�N�N BASKAKOV

T�P�NDEK� KOROVK�N TEOR�S�NE

UYGULANMASI

4.1 Toplanabilme Metoduyla Fonksiyonlara

Yakla³�m

Bu k�s�mda, sürekli fonksiyonlara (3.1) deki lineer operatörler yard�m�yla,

toplanabilme metodu kullan�larak yakla³�lacakt�r. Teoremlere ba³lamadan önce

verilen bir Lk operatör dizisinin [a, b] aral�§�nda f fonksiyonuna (düzgün)

A−toplanabilir olmas�

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

³eklinde gösterilece§ini belirtelim. Burada ‖f‖ = sup
x∈[a,b]

|f(x)| normu göz önüne

al�nmaktad�r. Yakla³�mlar için ihtiyaç duyulan operatör s�n�f�n�n tan�m� a³a§�daki

³ekilde verilmektedir.

Tan�m 4.1.1. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu olsun. Sabit ∀x ∈ [a, b] için;

I
(1)
2m,n,υ(y) :=

∞∑
k=1

aυnk

y∫
a

y1∫
a

...
y2m−1∫
a

dϕk(x, y2m)...dy2dy1; a ≤ y ≤ x,

I
(2)
2m,n,υ(y) :=

∞∑
k=1

aυnk

b∫
y

b∫
y1

...
b∫

y2m−1

dϕk(x, y2m)...dy2dy1; x ≤ y ≤ b

integrallerinin i³aretleri ∀y ∈ [a, b] için ayn� ve sabit ancak n, υ ∈ N ye ba§l� olarak

de§i³ebiliyorsa, bu ³ekilde (3.1) deki Lk operatörlerinin s�n�f�n� EA2m (m ≥ 1) ile
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gösterece§iz. Dikkat edersek EA2m s�n�f� sadece pozitif lineer operatörleri de§il, ayn�

zamanda Baskakov taraf�ndan verilen E2m s�n�f�n� da kapsamaktad�r.

Sürekli fonksiyonlara yakla³�lan ilk teorem a³a§�daki ³ekilde verilmektedir.

Teorem 4.1.1. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu olsun. E§er (3.1) operatörleri EA2m (m ≥ 1) s�n�f�na aitse ve

her i = 0, 1, 2, ..., 2m (m > 0) için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− ei
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

ko³ulu sa§lan�yorsa, her f ∈ C2m[a, b] için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f)− f
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

olur; yani {Lk(f)} operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f ye (düzgün) A−toplanabilirdir.

�spat. Benzerlikten dolay� ispat�n m = 1 için yap�lmas� yeterlidir. ψ (y) := y−x
(x ∈ [a, b]) olarak tan�mlans�n. ψ (y) nin tan�m�ndan ve lineerlikten

∞∑
k=1

aυnkLk(ψ
2;x) =

∞∑
k=1

aυnkLk(e2;x)− 2x
∞∑
k=1

aυnkLk(e1;x)

+x2
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x)
(4.1)

e³itli§i elde edilir. Burada e2(x)− 2xe1(x) + x2e0(x) = 0 oldu§u kullan�l�rsa

∞∑
k=1

aυnkLk(ψ
2;x) =

(
∞∑
k=1

aυnkLk(e2;x)− e2
)
− 2x

(
∞∑
k=1

aυnkLk(e1;x)− e1
)

+x2
(
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x)− e0
)

(4.2)

e³itli§ine ula³�l�r. Üçgen e³itsizli§inden∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ψ
2)

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (e2)− e2
∥∥∥∥+ 2c

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (e1)− e1
∥∥∥∥

+c2
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (e0)− e0
∥∥∥∥ (4.3)
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oldu§u kolayca görülebilir; burada c ∈ max {|a| , |b|} dir. E³itsizli§in iki taraf�nda

n üzerinden limit al�n�rsa, hipotezden

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk
(
ψ2
)∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün) (4.4)

oldu§u görülür. Benzer ³ekilde ψ (y) nin tan�m�ndan ve lineerlikten

∞∑
k=1

aυnkLk(ψ;x) =
∞∑
k=1

aυnkLk(e1;x)− x
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x)

e³itli§i elde edilir. Burada e1(x)− xe0(x) = 0 oldu§u da göz önüne al�n�rsa

∞∑
k=1

aυnkLk(ψ;x) =

(
∞∑
k=1

aυnkLk(e1;x)− e1
)
− x

(
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x)− e0
)

bulunur. Yine üçgen e³itsizli§inden∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ψ)

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (e1)− e1
∥∥∥∥+ c

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (e0)− e0
∥∥∥∥ (4.5)

elde edilir. (4.5) te n üzerinden limit al�n�rsa

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ψ)

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün) (4.6)

olur. Di§er taraftan

Lk(ψ
2;x) =

b∫
a

(y − x)2dϕk(x, y)

integrali [a, x] ve [x, b] aral�§�nda ikiye parçaland�§�nda

Lk
(
ψ2;x

)
=

x∫
a

(y − x)2dϕk (x, y) +
b∫
x

(y − x)2dϕk (x, y)

e³itli§i elde edilir. Birinci integrale kismi integrasyon yap�l�rsa u := (y − x)2 =⇒ du = 2(y − x)dy

dv := dϕk (x, y) =⇒ v =
y∫
a

dϕk (x, y1)


x∫
a

(y − x)2dϕk (x, y) =
(
(y − x)2

y∫
a

dϕk (x, y1)

)∣∣∣∣x
a

− 2
x∫
a

y∫
a

dϕk (x, y1) (y − x)dy

= −2
x∫
a

y∫
a

dϕk (x, y1) (y − x)dy
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e³itli§i elde edilir. Tekrar k�smi integrasyon uygulanacak olursa u1 := (y − x) =⇒ du1 = dy

dv1 :=
y∫
a

dϕk (x, y1) dy =⇒ v1 =
y∫
a

y1∫
a

dϕk (x, y2) dy1


x∫
a

(y − x)2dϕk (x, y) = −2
x∫
a

y∫
a

dϕk (x, y1) (y − x)dy

= −2
(
(y − x)

y∫
a

y1∫
a

dϕk (x, y2) dy1

∣∣∣∣x
a

−
x∫
a

y∫
a

y1∫
a

dϕk (x, y2) dy1dy

)
= 2

x∫
a

y∫
a

y1∫
a

dϕk (x, y2) dy1dy

bulunur. Benzer ³ekilde ikinci integrale de iki kez k�smi integrasyon uygulan�rsa

b∫
x

(y − x)2dϕk (x, y) = 2
b∫
x

b∫
y

b∫
y1

dϕk (x, y2) dy1dy

e³itli§i kolayca görülür. Buradan da

Lk
(
ψ2;x

)
= 2

(
x∫
a

y∫
a

y1∫
a

dϕk (x, y2) dy1dy +
b∫
x

b∫
y

b∫
y1

dϕk (x, y2) dy1dy

)
(4.7)

elde edilir. (4.7) den∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ψ
2)

∥∥∥∥ = 2 sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

aυnk

x∫
a

y∫
a

y1∫
a

dϕk (x, y2) dy1dy

+
∞∑
k=1

aυnk

b∫
x

b∫
y

b∫
y1

dϕk (x, y2) dy1dy

∣∣∣∣∣
oldu§u görülebilir. A n�n regülerli§inden∥∥∥∥ ∞∑

k=1

aυnkLk (ψ
2)

∥∥∥∥ = 2 sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣ x∫
a

(
∞∑
k=1

aυnk

y∫
a

y1∫
a

dϕk (x, y2) dy1

)
dy

+
b∫
x

∞∑
k=1

(
aυnk

b∫
y

b∫
y1

dϕk (x, y2) dy1

)
dy

∣∣∣∣∣
bulunur ve operatör EA2 s�n�f�na ait oldu§undan dolay�∥∥∥∥ ∞∑

k=1

aυnkLk (ψ
2)

∥∥∥∥ = 2 sup
x∈[a,b]

{
x∫
a

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

aυnk

y∫
a

y1∫
a

dϕk (x, y2) dy1

∣∣∣∣ dy
+

b∫
x

∣∣∣∣∣ ∞∑k=1

aυnk

b∫
y

b∫
y1

dϕk (x, y2) dy1

∣∣∣∣∣ dy
}
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e³itli§i elde edilir. (4.4) uyar�nca

lim
n→∞

sup
x∈[a,b]

{
x∫
a

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

aυnk

y∫
a

y1∫
a

dϕk (x, y2) dy1

∣∣∣∣ dy
+

b∫
x

∣∣∣∣∣ ∞∑k=1

aυnk

b∫
y

b∫
y1

dϕk (x, y2) dy1

∣∣∣∣∣ dy
}

= 0

(4.8)

olur. Taylor formülünden

f(y) = f(x) + f ′(x)(y − x) +
y∫
x

f ′′(t)(y − t)dt

e³itli§indeki f(y) fonksiyonu,
∞∑
k=1

aυnkLk(f ;x) ifadesinde yerine koyulursa, opera-

törlerin lineerli§inden
∞∑
k=1

aυnkLk(f ;x) = f(x)
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x) + f ′(x)
∞∑
k=1

aυnkLk(ψ;x)

+
∞∑
k=1

aυnkRk(x)
(4.9)

bulunur. Burada Rk(x) kalan terimi

Rk(x) :=
b∫
a

y∫
x

f ′′(t)(y − t)dtdϕk(x, y)

olarak verilmektedir. (4.9) e³itli§inden

∞∑
k=1

aυnkLk(f ;x)− f(x) = f(x)

(
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x)− e0
)

+f ′(x)
∞∑
k=1

aυnkLk(ψ;x) +
∞∑
k=1

aυnkRk(x)
(4.10)

³eklinde yaz�labilir. Ayr�ca Rk(x) integrali de yukar�daki gibi benzer ³ekilde [a, x]

ve [x, b] aral�§�nda ikiye parçalan�rsa,

Rk(x) =
b∫
a

y∫
x

f ′′(t)(y − t)dtdϕk(x, y)

=
x∫
a

y∫
x

f ′′(t)(y − t)dtdϕk(x, y) +
b∫
x

y∫
x

f ′′(t)(y − t)dtdϕk(x, y)

e³itli§i elde edilir. Benzer yöntemle, birinci integrale kismi integrasyon uygu-

lan�rsa  u2 :=
y∫
x

f ′′(t)(y − t)dt =⇒ du2 = (f ′(y)− f ′(x)) dy

dv2 := dϕk(x, y) =⇒ v2 =
y∫
a

dϕk(x, y1)
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x∫
a

y∫
x

f ′′(t)(y − t)dtdϕk(x, y) =
y∫
x

f ′′(t)(y − t)dt
y∫
a

dϕk(x, y1)

∣∣∣∣x
a

−
x∫
a

y∫
a

dϕk(x, y1) (f
′(y)− f ′(x)) dy

= −
x∫
a

y∫
a

dϕk(x, y1) (f
′(y)− f ′(x)) dy

e³itli§i elde edilir. �kinci kez k�smi integrasyon uyguland�§�nda ise u3 = f ′(y)− f ′(x) =⇒ du3 = f ′′(y)dy

dv3 =
y∫
a

dϕk(x, y1)dy =⇒ v3 =
y∫
a

y1∫
a

dϕk(x, y2)dy1


x∫
a

y∫
x

f ′′(t)(y − t)dtdϕk(x, y) = −(f ′(y)− f ′(x))
y∫
a

y1∫
a

dϕk(x, y2)dy1

∣∣∣∣x
a

+
x∫
a

y∫
a

y1∫
a

f ′′(y)dϕk(x, y2)dy1dy

=
x∫
a

y∫
a

y1∫
a

f ′′(y)dϕk(x, y2)dy1dy

sonucuna ula³�l�r. Ayn� ³ekilde ikinci integrale de iki kez k�smi integrasyon

uygulan�rsa

Rk (x) =
x∫
a

y∫
a

y1∫
a

f ′′(y)dϕk(x, y2)dy1dy +
b∫
x

b∫
y

b∫
y1

f ′′(y)dϕk(x, y2)dy1dy (4.11)

oldu§u görülür. A n�n regülerli§inden∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkRk

∥∥∥∥ = sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

aυnk

x∫
a

y∫
a

y1∫
a

f ′′(y)dϕk(x, y2)dy1dy

+
∞∑
k=1

aυnk

b∫
x

b∫
x

b∫
y

b∫
y1

f ′′(y)dϕk(x, y2)dy1dy

∣∣∣∣∣
= sup

x∈[a,b]

∣∣∣∣ x∫
a

∞∑
k=1

aυnk

y∫
a

y1∫
a

f ′′(y)dϕk(x, y2)dy1dy

+
b∫
x

∞∑
k=1

aυnk

b∫
y

b∫
y1

f ′′(y)dϕk(x, y2)dy1dy

∣∣∣∣∣
e³itli§i ve operatörün EA2 s�n�f�n�n elman� olmas�ndan da∥∥∥∥ ∞∑

k=1

aυnkRk

∥∥∥∥ = sup
x∈[a,b]

{
x∫
a

|f ′′(y)|
∣∣∣∣ ∞∑
k=1

aυnk

y∫
a

y1∫
a

dϕk(x, y2)dy1

∣∣∣∣ dy
+

b∫
x

|f ′′(y)|

∣∣∣∣∣ ∞∑k=1

aυnk

b∫
y

b∫
y1

dϕk(x, y2)dy1

∣∣∣∣∣ dy
}
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sonucu elde edilir. Dolay�s�yla∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkRk

∥∥∥∥ ≤M1 sup
x∈[a,b]

{
x∫
a

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

aυnk

y∫
a

y1∫
a

dϕk(x, y2)dy1

∣∣∣∣ dy
+

b∫
x

∣∣∣∣∣ ∞∑k=1

aυnk

b∫
y

b∫
y1

dϕk(x, y2)dy1

∣∣∣∣∣ dy
}

bulunur; burada M1 = ||f ′′|| dir. Son e³itsizlikte (4.8) limiti göz önüne al�n�rsa

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkRk

∥∥∥∥ = 0, (υ ye göre düzgün) (4.12)

oldu§u kolayl�kla görülür. (4.10) daki e³itlikten∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f
∥∥∥∥ ≤M2

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(e0)− e0
∥∥∥∥+M3

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(ψ)

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkRk

∥∥∥∥ (4.13)

elde edilir; burada M2 = ‖f‖ ve M3 = ‖f ′‖ ³eklinde tan�ml�d�r. (4.13) teki

e³itsizli§in iki taraf�nda n üzerinden limit al�n�rsa, hipotez, (4.6) ve (4.12) dikkate

al�nd�§�nda

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

sonucuna ula³�l�r. Bu da bize {Lk(f)}k∈N operatörler dizisinin [a, b] aral�§�nda

f fonksiyonuna A−toplanabilir oldu§unu gösterir (ispat� herhangi bir pozitif

tamsay�s� için yaparken Lk(ψ2m;x) operatörünü incelemek yeterlidir).

Sürekli fonksiyonlara yakla³�rken elde edilen bir di§er teorem ³u ³ekildedir.

Teorem 4.1.2. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

matrisler dizisi ve Lk operatörleri EA2m s�n�f�na ait olsun. E§er her i =

0, 1, 2, ..., 2m (m > 0) için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− ei
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

ko³ulu sa§lan�yorsa ve her x ∈ [a, b] ve her k ∈ N için

b∫
a

|dϕk(x, y)| ≤M
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olacak ³ekilde M > 0 say�s� varsa, her f ∈ C[a, b] için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

olur; yani {Lk(f)} operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f ye (düzgün) A−toplanabilirdir.

�spat. Biliyoruz ki {e0, e1, e2, ...} sistemi C[a, b] uzay�n�n temel sistemidir. Bu

yüzden verilen bir f ∈ C[a, b] için Weierstrasss teoreminden öyle bir P (y) =

a0e0(y) + a1e1(y) + · · ·+ a2me2m(y) polinomu bulunabilir ki her ε > 0 için

‖f − P‖ < ε (4.14)

olur. Hipotezden, her υ ∈ N için∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f − P )
∥∥∥∥ ≤ ‖f − P‖ ∞∑

k=1

aυnk

b∫
a

|dϕk(x, y)| ≤ εM
∞∑
k=1

aυnk (4.15)

e³itsizli§ine kolayl�kla ula³�labilir. Burada A n�n regülerli§inden dolay�
∞∑
k=1

aυnk

serisi, her υ, n ∈ N için sonludur. Di§er taraftan Lk n�n lineerli§inden

∞∑
k=1

aυnkLk (P ;x) = a0
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x) + a1
∞∑
k=1

aυnkLk (e1;x) + · · ·+

+ a2m
∞∑
k=1

aυnkLk (e2m;x)

³eklinde yaz�labilir. Bu son e³itlikten∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (P )− P
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥a0( ∞∑
k=1

aυnkLk (e0;x)− e0
)

+a1

(
∞∑
k=1

aυnkLk (e1;x)− e1
)

+ · · ·+ a2m

(
∞∑
k=1

aυnkLk (e2m;x)− e2m
)∥∥∥∥

elde edilir. Üçgen e³itsizli§i kullan�l�rsa∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (P )− P
∥∥∥∥ ≤ |a0| ∥∥∥∥ ∞∑

k=1

aυnkLk (e0;x)− e0
∥∥∥∥

+ |a1|
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (e1;x)− e1
∥∥∥∥

+ · · ·+ |a2m|
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (e2m;x)− e2m
∥∥∥∥
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oldu§u görülür. E§er C := max {|a0| , |a1| , ..., |a2m|} olarak tan�mlan�rsa∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (P )− P
∥∥∥∥ ≤ C

2m∑
i=0

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei;x)− ei
∥∥∥∥ (4.16)

bulunur. Son olarak (4.14), (4.15) ve (4.16) dikkate al�n�rsa ∀υ, n ∈ N için∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f)− f
∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥ ∞∑

k=1

aυnkLk (f)−
∞∑
k=1

aυnkLk (P )

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (P )− P
∥∥∥∥+ ‖f − P‖

≤ ε

(
M
∞∑
k=1

aυnk + 1

)
+ C

2m∑
i=0

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− ei
∥∥∥∥

e³itsizli§ine ula³�l�r. Bu son e³itsizli§in her iki yan�nda n→∞ iken limit al�n�rsa,

A n�n regülerli§inden dolay� her υ ∈ N için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f)− f
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

oldu§u görülür . Bu da bize {Lk (f)}k∈N operatörler dizisinin f fonksiyonuna

[a, b] üzerinde A−toplanabilir oldu§unu gösterir.

Bu bolümdeki Teorem 4.1.1 ve 4.1.2 den elde edilen tüm sonuçlar daha sonra 5.

Bölüm'de incelenecektir.

4.2 Toplanabilme Metoduyla Fonksiyonlar�n

Türevlerine Yakla³�m

Bu k�s�mda, fonksiyonlar�n türevlerine toplanabilme metodu kullan�larak yak-

la³�lacakt�r. Burada fonksiyonlar�n türevleri tek ve çift mertebeli olarak ayr� ayr�

incelenmek zorundad�r. Çünkü tek mertebeli türevlere yakla³abilmek için farkl�

bir s�n�f tan�mlanmas� gerekmektedir.

S�radaki teoremde çift mertebeli türevlere yakla³�mlar incelenecektir.

Teorem 4.2.1. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu olsun. E§er Lk operatörleri EA2m (m > 1) s�n�f�na aitse
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ve her i = 0, 1, ..., 2m (r < m) için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− e
(2r)
i

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

ko³ulunu sa§l�yorsa, her f ∈ C2m[a, b] için,

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f)− f (2r)

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

olur; yani {Lk(f)} operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f (2r) ye (düzgün) A− topla-

nabilirdir.

�spat. Benzerlikten dolay� ispat�n r = 1 için yap�lmas� yeterlidir. (4.9) dan

∞∑
k=1

aυnkLk(f ;x) = f(x)
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x) + f ′(x)
∞∑
k=1

aυnkLk(ψ;x)

+
∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(f
′′;x)

(4.17)

e³itli§i biliniyor. Burada L∗k operatörü (4.11) den

L∗k(f
′′;x) := Rk(x) =

b∫
a

f ′′(y)dϕ∗k,2(x, y);

dϕ∗k,2(x, y) :=


(
y∫
a

y1∫
a

dϕk(x, y2)dy1)dy; a ≤ y ≤ x,

(
b∫
y

b∫
y1

dϕk(x, y2)dy1)dy; x ≤ y ≤ b
(4.18)

³eklinde tan�ml�d�r. Bu durumda L∗k (f ′′) operatörünün dϕ∗k,2(x, y) nin tan�m�n-

dan dolay� EA2m−2 (m > 1) s�n�f�na ait oldu§u görülebilir. Ayr�ca (4.17) de f

fonksiyonu yerine ei(y) (i = 0, 1, · · · , 2m) test fonksiyonlar� yaz�l�rsa

∞∑
k=1

aυnkLk (ei;x) = f(x)
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x) + f ′(x)
∞∑
k=1

aυnkLk(ψ;x)

+
∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(e
′′
i ;x)

(4.19)

e³itli§i elde edilir. Di§er taraftan e′′0 (x) = 0 oldu§undan

∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x)− e′′0(x) =
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x) (4.20)
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bulunur. Ayr�ca ψ nin tan�m� göz önüne al�n�rsa (4.20) den ve e′′1(x) = 0

oldu§undan

∞∑
k=1

aυnkLk(ψ;x) =
∞∑
k=1

aυnkLk(e1;x)− x
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x)

= (
∞∑
k=1

aυnkLk(e1;x)− e′′1)− x(
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x)− e′′0)
(4.21)

e³itli§i elde edilir. (4.19) daki e³itlikte (4.20) ve (4.21) göz önüne al�narak, n

üzerinden limit al�nd�§�nda

lim
n→∞

∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(e
′′
i ;x) = e′′i (x) (υ ye göre düzgün) (4.22)

olur. Ya da bir ba³ka deyi³le lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(e
′′
i )− e′′i

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

olur. i ≥ 2 iken e′′i = i(i− 1)ei−2 oldu§undan lineerlikten∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(i(i− 1)ei−2)− i(i− 1)ei−2

∥∥∥∥ = i(i− 1)

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(ei−2)− ei−2

∥∥∥∥
e³itli§i elde edilir. Bu durumda her i = 0, 1, · · · , 2m− 2 için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(ei)− ei

∥∥∥∥ = 0 (4.23)

sonucuna ula³�l�r. f ′′ ∈ C2m−2[a, b] oldu§undan Teorem 4.1.1 uyar�nca

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(f
′′)− f ′′

∥∥∥∥ = 0 (4.24)

olur. Son olarak (4.17) de üçgen e³itsizli§inden∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f ′′
∥∥∥∥ ≤M1

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(e0)

∥∥∥∥+M2

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(ψ)

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(f
′′)− f ′′

∥∥∥∥ (4.25)

olup (4.20), (4.21) ve (4.24) ten

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f ′′
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

sonucuna ula³�l�r; buradaM1 = ‖f‖ , M2 = ‖f ′‖ ³eklinde tan�ml�d�r. Bu ise ispat�

tamamlar.
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Çift mertebeli türevlere yak�nsamayla ilgili bir di§er teorem ise ³u ³ekilde

verilebilir.

Teorem 4.2.2. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu olsun. E§er Lk operatörü EA2m (m > 1) s�n�f�na aitse ve

her i = 0, 1, ..., 2m (r < m) için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− e
(2r)
i

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

ko³uluyla birlikte, her x ∈ [a, b] ve her k, r ∈ N için

b∫
a

∣∣dϕ∗k,2r(x, y)∣∣ ≤M

olacak ³ekile M > 0 reel say�s� varsa, her f ∈ C2r[a, b] için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f)− f (2r)

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

olur; yani {Lk(f)} operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f (2r) ye (düzgün) A− topla-

nabilirdir. Buradaki dϕ∗k,2r(x, y)

dϕ∗k,2r(x, y) :=


(

y∫
a

y1∫
a

· · ·
y2r−1∫
a

dϕk(x, y2r)...dy2dy1

)
dy; e§er a ≤ y ≤ x,(

b∫
y

b∫
y1

· · ·
b∫

y2r−1

dϕk(x, y2r)...dy2dy1

)
dy; e§er x ≤ y ≤ b,

³eklinde verilmektedir.

�spat. Benzerlikten dolay� ispat�n r = 1 için yap�lmas� yeterlidir. (4.25) ten her

υ ∈ N için∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f ′′
∥∥∥∥ ≤M1

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(e0)

∥∥∥∥+M2

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(ψ)

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(f
′′)− f ′′

∥∥∥∥ (4.26)

e³itli§i ve (4.23) ten de her i = 0, 1, 2, · · · , 2m− 2 için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(ei)− ei

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)
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oldu§u biliniyor (M1 = ‖f‖ , M2 = ‖f ′‖). Ayr�ca L∗k(ei) ∈ EA2m−2 oldu§u Teorem

4.2.1 in ispat�ndan elde edilebilir. Di§er taraftan hipotezden her k, υ ∈ N ve her

x, y ∈ [a, b] için
b∫
a

∣∣dϕ∗k,2(x, y)∣∣ ≤M

ko³ulu gerçeklenir. f ′′ ∈ C[a, b] oldu§undan Teorem 4.1.2 den ∀υ ∈ N için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗
k(f
′′)− f ′′

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün) (4.27)

olur. Dolay�s�yla (4.26) da (4.27) göz önüne al�n�p e³itsizli§in iki yan�nda n→∞
için limit al�n�rsa

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f ′′
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

elde edilir. Yani Lk(f) operatörü [a, b] aral�§�nda f ′′ ne (düzgün)A−toplanabilirdir.

Tek mertebeli türevlere yakla³abilmek içinde a³a§�daki operatörler s�n�f�na gerek

duyulmaktad�r.

Tan�m 4.2.1. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu olsun. ∀ x ∈ [a, b] ve ∀n, υ ∈ N için;

I
(1)
2m+1,n,υ(y) :=

∞∑
k=1

aυnk

y∫
a

y1∫
a

...
y2m∫
a

dϕk(x, y2m+1)...dy2dy1 ; a ≤ y ≤ x,

I
(2)
2m+1,n,υ(y) :=

∞∑
k=1

aυnk

b∫
y

b∫
y1

...
b∫

y2m

dϕk(x, y2m+1)...dy2dy1 ; x ≤ y ≤ b,

integrallerin i³aretleri ∀y ∈ [a, b] için sabit ve z�t ise bu ³ekilde (3.1) deki Lk

operatörlerin s�n�f�n� EA2m+1 (m ≥ 1) ile gösterece§iz.

Tek mertebeli türevlere toplanabilme metoduyla yakla³abilmek için ilk teorem

a³a§�daki ³ekilde verilmektedir.

Teorem 4.2.3. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu olsun. E§er Lk operatörleri EA2m+1 (m ≥ 1) s�n�f�na aitse ve

her i = 0, 1, · · · , 2m+ 1 (r < m) için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− e
(2r+1)
i

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)
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ko³ulunu sa§l�yorsa, her f ∈ C2m+1[a, b] için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f)− f (2r+1)

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

olur; yani {Lk(f)} operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f (2r+1) e A−toplanabilirdir.

�spat. Benzerlikten dolay� ispat�n m = 1 ve r = 0 için yap�lmas� yeterlidir.

Dolay�s�yla f ∈ C3[a, b] olacakt�r. Taylor formülünden

f(y) = f(x) +
y∫
x

f ′(t)dt (4.28)

e³itli§i yaz�labilir. Bu taktirde Lk n�n tan�m�ndan

Lk(f ;x) = Lk(f(x) +
y∫
x

f ′(t)dt;x)

= f(x)Lk(e0;x) +
b∫
a

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y)
(4.29)

oldu§u görülebilir.
b∫
a

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y) integrali [a, x] ve [x, b] aral�§�nda ikiye

parçalan�p

b∫
a

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y) =
x∫
a

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y) +
b∫
x

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y) (4.30)

daha sonra
x∫
a

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y) integraline k�smi integrasyon uygulan�rsa

 u =
y∫
x

f ′(t)dt =⇒ du = f ′(y)dy

dv = dϕk(x, y) =⇒ v =
y∫
a

dϕk(x, y1)


x∫
a

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y) =
y∫
x

f ′(t)dt
y∫
a

dϕk(x, y1)

∣∣∣∣x
a

−
x∫
a

y∫
a

f ′(y)dϕk(x, y1)dy

= −
x∫
a

y∫
a

f ′(y)dϕk(x, y1)dy
(4.31)

elde edilir. Benzer ³ekilde
b∫
x

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y) integraline de k�smi integrasyon

uygulan�rsa
b∫
x

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y) =
b∫
x

b∫
y

f ′(y)dϕk(x, y1)dy (4.32)
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bulunur. (4.30) da (4.31) ve (4.32) göz önüne al�n�rsa

b∫
a

y∫
x

f ′(t)dtdϕk(x, y) = −
x∫
a

y∫
a

f ′(y)dϕk(x, y1)dy +
b∫
x

b∫
y

f ′(y)dϕk(x, y1)dy (4.33)

e³itli§ine ula³�l�r. (4.29) da operatörümüz

Lk(f ;x) = f(x)Lk(e0;x) + L∗∗k (f ′;x) (4.34)

³eklinde yaz�l�rsa

L∗∗k (f ′;x) :=
b∫
a

f ′(y)dϕ∗∗k,1(x, y) (4.35)

olur, burada

dϕ∗∗k,1(x, y) :=


−(

y∫
a

dϕk(x, y1))dy ; a ≤ y ≤ x,

(
b∫
y

dϕk(x, y1))dy ; x ≤ y ≤ b.
(4.36)

³eklinde tan�ml�d�r. Dikkat edilirse dϕ∗∗k,1(x, y) nin tan�m�ndan L∗∗k (f ′;x) opera-

törünün EA2 s�n�f�na ait oldu§u kolayca görülür. e′0 = 0 oldu§u dikkate al�n�rsa

hipotezden

lim
n→∞

∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x) = 0 (υ ye göre düzgün) (4.37)

olur. Ayr�ca (4.34) te f yerine ei (i = 0, 1, 2, 3) yaz�l�rsa, hipotezden

lim
n→∞

Lk(ei;x) = e′i olaca§�ndan

lim
n→∞

∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (e′i;x) = e′i (4.38)

elde edilir. (4.38) de i 6= 0 iken e′i(y) = iei−1(y) oldu§u dikkate al�n�rsa i = 1, 2, 3

için

lim
n→∞

∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (iei−1;x)− iei−1 = 0

olur. Lineerlikten dolay�

i lim
n→∞

(
∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (ei−1;x)− ei−1

)
= 0

e³itli§i elde edilir; ya da ba³ka bir deyi³le i = 0, 1, 2 için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (ei;x)− ei

∥∥∥∥ = 0 (4.39)
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sonucuna ula³�l�r. f ′ ∈ C2[a, b] oldu§undan Teorem 4.1.1 den

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (f ;x)− f

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün) (4.40)

bulunur. Di§er taraftan (4.34) ten

∞∑
k=1

aυnkLk(f ;x)− f ′(x) = f(x)
∞∑
k=1

aυnkLk(e0;x) +
∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (f ′;x)− f ′(x)

e³itli§i görülebilir. Üçgen e³itsizli§inden ∀υ ∈ N için∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f ′
∥∥∥∥ ≤M1

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(e0)

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (f ′)− f ′

∥∥∥∥ (4.41)

e³itsizli§ine ula³�labilir; burada M1 = ‖f‖ dir. Son olarak (4.41) de (4.37) ve

(4.40) göz önüne al�n�p n→∞ için limit al�n�rsa

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f ′
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

sonucuna ula³�l�r. Bu da Lk(f) operatörünün [a, b] aral�§�nda f ′ ne (düzgün)

A−toplanabilir oldu§unu gösterir.

Tek mertebeli türevler için di§er bir yakla³�m teoremi de a³a§�daki ³ekilde

verilebilir.

Teorem 4.2.4. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu olsun. E§er Lk operatörü EA2m+1 (m ≥ 1) s�n�f�na aitse

ve her i = 0, 1, ..., 2m+ 1 (r < m) için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− e
(2r+1)
i

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün) ,

ko³uluyla birlikte, her x ∈ [a, b] ve her k, r ∈ N için

b∫
a

∣∣dϕ∗∗k,2r+1(x, y)
∣∣ ≤M

olacak ³ekilde M > 0 say�s� varsa, her f ∈ C2r+1[a, b] için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f)− f (2r+1)

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)
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olur; yani {Lk(f)} operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f (2r+1) e (düzgün) A−toplanabi-
lirdir. Burada dϕ∗∗k,2r+1(x, y)

dϕ∗∗k,2r+1(x, y) :=


−
(

y∫
a

y1∫
a

· · ·
y2r∫
a

dϕk(x, y2r+1)...dy2dy1

)
dy; e§er a ≤ y ≤ x,(

b∫
y

b∫
y1

· · ·
b∫

y2r

dϕk(x, y2r+1)...dy2dy1

)
dy ; e§er x ≤ y ≤ b,

³eklinde tan�mlanmaktad�r.

�spat. �spat�nm = 1, r = 0 için yap�lmas� yeterlidir. Taylor formülünden f(y) =

f(x)+
y∫
x

f ′(t)dt e³itli§i biliniyor. Bu e³itlikteki f(y) fonksiyonu Lk(f ;x) te yerine

koyulursa lineerlikten

Lk(f ;x) = f(x)Lk(e0;x) + L∗∗k (f ′;x) (4.42)

e³itli§ine ula³�l�r. Ayr�ca (4.39) da i = 0, 1, 2 için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (ei)− ei

∥∥∥∥ = 0 (4.43)

oldu§u gösterilmi³tir. Hipotezden dolay� f ′ ∈ C[a, b] oldu§u da bilinmektedir.

dϕ∗∗k,1(x, y) nin tan�m�ndan L∗∗k (f) operatörü, EA2 s�n�f�a aittir. Hipotez dikkate

al�nd�§�nda Teorem 4.1.1 in bütün ko³ullar� sa§lan�r. Dolay�s�yla Teorem 4.1.1

den

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (f ′)− f ′

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

sonucuna ula³�l�r. Ayr�ca (4.42) den∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f ′
∥∥∥∥ ≤M1

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(e0)

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkL
∗∗
k (f ′)− f ′

∥∥∥∥ (4.44)

yaz�labilir. Bir önceki teoremin ispat�nda (4.37) göz önüne al�n�p (4.44) te n

üzerinden limit al�n�rsa

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk(f)− f ′
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

elde edilir. Bu da Lk(f) operatörünün f ′ ne (düzgün) A−toplanabilir oldu§unu
gösterir.

Bu bölümde elde edilen teoremlerin tüm sonuçlar� be³inci bölümde tart�³�lacak-

t�r.
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5. SONUÇLAR VE UYGULAMALAR

Bu bölümde, tezde ispatlanan yakla³�m teoremlerinin çe³itli sonuçlar� üzerinde

durulacak ve baz� gra�ksel gösterimler verilecektir. Son olarak da elde edilen

sonuçlar�n de§erlendirmelerinden bahsedilip gelecek çal�³malar için bir yön belir-

lenmeye çal�³�lacakt�r.

5.1 Fonksiyonlara Yakla³�mlarda Elde Edilen Sonuçlar

Sürekli fonksiyonlara yakla³�rken elde edilen teoremlerin sonuçlar� iki ba³l�k

alt�nda incelenecektir.

5.1.1 Teorem 4.1.1 in Sonuçlar�

• Operatörlerimizin s�n�f�, pozitif lineer operatörleri de kapsad�§�ndan dolay�

çal�³mam�z Swetits'in pozitif lineer operatörleri kullanarak [24] te Teorem

1 de yapm�³ oldu§u yakla³�m teoremini kapsamaktad�r.

• Teorem 4.1.1 de ∀υ ∈ N için A = {Aυ} = {I} birim matrisi al�n�rsa

∞∑
k=1

aυnkLk(f ;x) = Ln(f ;x)

oldu§undan dolay�

lim
n→∞

‖Ln(f)− f‖ = 0

sonucuna ula³�l�r. Yani Teorem 4.1.1, ilk olarak Baskakov'un ula³m�³ oldu§u

klasik yakla³�m sonuçlar�na indirgenir [5].
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• Benzer ³ekilde Teorem 4.1.1 de ∀υ ∈ N için A = {Aυ} = {I} birim matrisi

seçilsin. E§er ϕk(x, y) fonksiyonu ∀k ∈ N ve ∀x ∈ [a, b] için y ye göre

azalmayan bir fonksiyon al�n�rsa, teoremimiz pozitif lineer operatörler için

bilinen klasik Korovkin teoremine dönü³ür [17].

• E§er A = F = {F υ} seçilirse,

∞∑
k=1

aυnkLk(f ;x) =
1

n

n+υ−1∑
k=υ

Lk(f ;x)

oldu§undan dolay�

lim
n→∞

∥∥∥∥ 1nn+υ−1∑
k=υ

Lk(f)− f
∥∥∥∥ = 0

sonucuna ula³�l�r. Yani operatörümüz f fonksiyonuna hemen hemen

yak�nsakt�r. Bu da çal�³mam�z�n Mohapatra'n�n [21] deki sonucunu da

kapsad�§�n� gösterir.

• E§er ∀υ ∈ N için A ={C1} seçilirse,
∞∑
k=1

aυnkLk(f ;x) =
1

n

n∑
k=1

Lk(f ;x)

olaca§�ndan operatörlerimizin aritmetik ortalamas� f fonksiyonuna yak�n-

sar.

Teorem 4.1.1 den elde edilen bir ba³ka sonuç ise a³a§�daki ³ekilde ifade edilebilir.

Sonuç 5.1.1. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu olsun. E§er (3.1) operatörleri EA2m (m ≥ 1) s�n�f�na aitse ve

her i = 0, 1, 2, ..., 2m için

lim
n→∞

∞∑
k=1

aυnk ‖Lk (ei)− ei‖ = 0 (υ ye göre düzgün)

ko³ulu sa§lan�yorsa, her f ∈ C2m[a, b] için,

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f)− f
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

olur, yani {Lk(f)} operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f fonksiyonuna (düzgün)

A−toplanabilirdir.
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�spat. Üçgen e³itsizli§inden ∀n, υ ∈ N için∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− ei
∥∥∥∥ ≤ ∞∑

k=1

aυnk ‖Lk (ei)− ei‖+ ci

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

aυnk − 1

∣∣∣∣ (5.1)

olur; burada ci := max{|a|i , |b|i} (i = 0, 1, · · · , 2m) ³eklinde tan�ml�d�r. A
n�n regülerli§inden dolay� ∀υ ∈ N için limn→∞

∞∑
k=1

aυnk = 1 (υ ye göre düzgün)

olaca§�ndan hipotez uyar�nca

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− ei
∥∥∥∥ = 0

elde edilir. Dolay�s�yla Teorem 4.1.1 in tüm ko³ullar� sa§land�§�ndan {Lk(f)}
operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f fonksiyonuna (düzgün) A−toplanabilirdir.

5.1.2 Teorem 4.1.2 in Sonuçlar�

Bir önceki k�s�mda oldu§u gibi a³a§�daki sonuçlar gözlemlenebilir:

• ∀υ ∈ N için A = {Aυ} = {I} birim matrisi al�n�rsa, Lk(f ;x) operatörü f

fonksiyonuna (klasik anlamda) düzgün yak�nsar.

• Yine A = F = {F υ} matrisler dizisi al�nd�§�nda Lk(f ;x) operatörü f

fonksiyonuna hemen hemen yak�nsar.

• Son olarak da ∀υ ∈ N için A ={C1} matrisi al�n�rsa, Lk(f ;x) operatörü f

fonksiyonuna aritmetik ortalama yak�nsar.

Burada Teorem 4.1.1 ile Teorem 4.1.2 aras�ndaki fark, ilk teoremdeki f ∈ C2m[a, b]

ko³ulunun ha��etilerek f ∈ C[a, b] olmas� ve bunun yerine Lk operatörünün

düzgün s�n�rl�l�§� ko³ulunun gelmesidir.

A−istatistiksel yak�nsakl�k ile toplanabilme metodunun tamamen farkl� kavram-

lar oldu§u daha önce söylenmi³ti. Fakat operatörün düzgün s�n�rl�l�§� verildi§inde

a³a§�daki ilginç sonucun elde edilmesi mümkündür.

35



Sonuç 5.1.2. A = {A} = {(ank)} (k, n ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu ve (3.1) operatörleri EA
2m (m ≥ 1) s�n�f�na ait olsun.

Farzedelim ki her x ∈ [a, b] ve her k ∈ N için

b∫
a

|dϕk(x, y)| ≤M

olacak ³ekilde M > 0 say�s� mevcut olsun. E§er her i = 0, 1, 2, ..., 2m için

stA − lim
k→∞
‖Lk (ei)− ei‖ = 0

ko³ulu sa§lan�yorsa, her f ∈ C[a, b] için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (f)− f
∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

olur; yani {Lk(f)} operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f fonksiyonuna (düzgün)

A−toplanabilirdir.

�spat. Ki(ε) := {k ∈ N : ‖Lk (ei)− ei‖ ≥ ε} (i = 0, 1, · · · 2m) olarak tan�m-

lan�rsa, A−istatistiksel yak�nsakl�§�n tan�m�ndan biliniyor ki

lim
n→∞

∑
k∈Ki(ε)

ank = 0

olur. Dolay�s�yla üçgen e³itsizli§inden ∀i = 0, 1, · · · , 2m için
∞∑
k=1

ank ‖Lk(ei)− ei‖ ≤
∑

k∈Ki(ε)

ank ‖Lk(ei)− ei‖+
∞∑

k∈N\Ki(ε)

ank ‖Lk(ei)− ei‖ (5.2)

e³itsizli§i sa§lan�r. Hipotezdeki Lk operatörünün düzgün s�n�rl�l�§�ndan da∑
k∈Ki(ε)

ank ‖Lk(ei)− ei‖ ≤ (M + 1)ci
∑

k∈Ki(ε)

ank (5.3)

e³itsizli§ine ula³�l�r; burada ci := max
{
|a|i , |b|i

}
(i = 0, 1, · · · , 2m) ³eklinde

tan�ml�d�r. Ayr�ca Ki(ε) un tan�m�ndan k ∈ N\Ki(ε) iken ‖Lk(ei)− ei‖ < ε

oldu§u için
∞∑

k∈N\Ki(ε)

ank ‖Lk(ei)− ei‖ < ε
∞∑
k=1

ank (5.4)

e³itsizli§i kolayca görülebilir. (5.2) de (5.3) ve (5.4) göz önüne al�n�rsa,

∞∑
k=1

ank ‖Lk(ei)− ei‖ < (M + 1)ci
∑

k∈Ki(ε)

ank + ε
∞∑
k=1

ank (5.5)
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e³itsizli§i elde edilir. A n�n regülerli§i ve hipotez dikkate al�n�p (5.5) te n

üzerinden limit al�n�rsa

lim
n→∞

∞∑
k=1

ank ‖Lk(ei)− ei‖ = 0 (5.6)

oldu§u görülür. Di§er yandan ∀n ∈ N için∥∥∥∥ ∞∑
k=1

ankLk (ei)− ei
∥∥∥∥ ≤ ∞∑

k=1

ank ‖Lk (ei)− ei‖+ ci

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

ank − 1

∣∣∣∣ (5.7)

gerçeklenir. A n�n regülerli§inden dolay� limn→∞
∞∑
k=1

aυnk = 1 (υ ye göre düzgün)

olaca§�ndan (5.7) de (5.6) dikkate al�n�p e³itsizli§inin iki taraf�nda n → ∞ için

limit al�n�rsa hipotezden ∀i = 0, 1, · · · , 2m için

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− ei
∥∥∥∥ = 0

olur. Teorem 4.1.2 nin tüm ko³ullar� sa§land�§�ndan dolay� {Lk(f)} operatör

dizisi [a, b] aral�§�nda f fonksiyonuna A−toplanabilirdir.

Sonuç 5.1.2 de A = C1 Cesàro matrisi al�nd�§�nda a³a§�daki sonuç elde edilir.

Sonuç 5.1.3. Farzedelem ki (3.1) operatörleri EC1
2m (m ≥ 1) s�n�f�na ait olsun ve

her x ∈ [a, b] ve her k ∈ N için

b∫
a

|dϕk(x, y)| ≤M

olacak ³ekilde M > 0 reel say�s� var olsun. E§er her i = 1, 2, · · · , 2m için

st− lim
k→∞
‖Lk (ei)− ei‖ = 0

ko³ulu sa§lan�yorsa, her f ∈ C[a, b] için

lim
n→∞

L1(f ;x) + L2(f ;x) + · · ·+ Ln(f ;x)

n
= f(x) (düzgün)

olur; yani {Lk(f)} operatör dizisi [a, b] aral�§�nda f fonksiyonuna (düzgün)

aritmetik ortalama yak�nsakt�r.
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5.2 Fonksiyonlar�n Türevlerine Yakla³�mlarda Elde

Edilen Sonuçlar

Teoremlerin sonuçlar� ayr� ayr� incelemeden önce ilk olarak a³a§�daki sonuç

verilebilir.

Sonuç 5.2.1. A = {Aυ} = {(aυnk)} (k, n, υ ∈ N) negatif olmayan regüler

toplanabilme metodu olsun. E§er her i = 0, 1, ..., 2m için

lim
n→∞

∞∑
k=1

aυnk

∥∥∥Lk (ei)− e(j)i ∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

ko³ulu sa§lan�yorsa

lim
n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− e
(j)
i

∥∥∥∥ = 0 (υ ye göre düzgün)

olur.

�spat. Do§rudan hesaplamayla∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnkLk (ei)− e
(j)
i

∥∥∥∥ ≤ ∞∑
k=1

aυnk

∥∥∥Lk (ei)− e(j)i ∥∥∥+ ki

∥∥∥∥ ∞∑
k=1

aυnk − 1

∥∥∥∥ (5.8)

oldu§u görülebilir; burada ki := supx∈[a,b] {|djxi/(dx)j|} ³eklinde tan�ml�d�r. (5.8)

de n üzerinden limit al�n�rsa limn→∞

∥∥∥∑∞k=1a
υ
nkLk (ei)− e

(j)
i

∥∥∥ = 0 sonucuna

ula³�l�r.

Teorem 4.2.1 in sonuçlar� a³a§�daki ³ekilde verilmektedir.

5.2.1 Teorem 4.2.1 in Sonuçlar�

Teorem 4.2.1 de a³a§�daki özel haller gerçeklenir:

• ∀υ ∈ N için A = {Aυ} = {I} birim matrisi al�n�rsa, Lk(f ;x) operatörü f (2r)

türevine düzgün yak�nsar.
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• A = F = {F υ} matrisler dizisi al�nd�§�nda Lk(f ;x) operatörü f (2r) türevine

hemen hemen yak�nsar.

• ∀υ ∈ N için A ={C1} matrisi al�n�rsa, Lk(f ;x) operatörü f (2r) türevine

aritmetik ortalama yak�nsak olur.

5.2.2 Teorem 4.2.2 nin Sonuçlar�

Burada Teorem 4.2.1 deki f ∈ C2m[a, b] ko³ulunun ha��etilerek f ∈ C2r[a, b]

olmas� ve onun yerine Teorem 4.2.2 nin ispat� yap�l�rken tan�mlanan L∗k ope-

ratörünün düzgün s�n�rl�l�§� ko³ulu getirilmesiyle elde edilen Teorem 4.2.2 nin

sonuçlar� da benzer ³ekilde verilebilir.

• ∀υ ∈ N için A = {Aυ} = {I} birim matrisi al�n�rsa, Lk(f ;x) operatörü f (2r)

türevine düzgün yak�nsar.

• A = F = {F υ} matrisler dizisini al�nd�§�nda Lk(f ;x) operatörü f (2r)

türevine hemen hemen yak�nsak olur.

• ∀υ ∈ N için A ={C1} matrisi al�nd�§�nda, Lk(f ;x) operatörü f (2r) türevine

aritmetik ortalama yak�nsak olur.

5.2.3 Teorem 4.2.3 ün Sonuçlar�

Teorem 4.2.1 deki tüm özel haller, f (2r+1) tek mertebeli türevlere yakla³�m için

de geçerlidir.

5.2.4 Teorem 4.2.4 ün Sonuçlar�

Teorem 4.2.2 deki tüm özel haller, f (2r+1) tek mertebeli türevlere yakla³�m için

de geçerlidir.
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5.3 Uygulamalar

Bu k�s�mda yapm�³ oldu§umuz çal�³man�n özel bir örne§i gra�k üzerinden

gösterilecektir.

uk(x) fonksiyon dizisi uk : [0, 1]→ R

uk(x) :=

{
x2 ; k tek

2− x2 ; k çift

³eklinde tan�mlans�n. C[0, 1] uzay�nda Lk(f ;x) pozitif lineer operatörü

f ∈ C[0, 1], x ∈ [0, 1], k ∈ N olmak üzere

Lk(f ;x) =
k∑
j=0

(
k
j

)
f(
j

k
)uk(x){jxj−1(1− x)k−j − (k − j)xj(1− x)k−j−1} (5.9)

³eklinde tan�mlans�n. Lk operatörünün tan�m�ndan ∀k ∈ N için

Lk(f ;x) = uk(x)B
′
k(f ;x) (5.10)

oldu§u görülebilir. Burada Bk(f ;x) =
k∑
j=0

(
k

j

)
f(
j

k
)xj(1 − x)k−j Bernstein poli-

nomlar�n� ve B′k(f ;x) ise Bernstein polinomunun türevini göstermektedir. [0, 1]

aral�§�nda tan�ml� Borel ölçülebilir altkümelerinin olu³turdu§u σ−cebir üzerinde
tan�ml� (sonlu) Borel ölçümü kullan�larak [5], kümülatif da§�l�m fonksiyonlar�

[23] göz önünde bulunduruldu§unda (5.9) daki Lk operatörünün (3.1) ³eklinde

yaz�labildi§i görülebilir. A = {C1} al�n�rsa [0, 1] aral�§�nda

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

uk(x) = 1, (x e göre düzgün)

yani

lim
n→∞

∥∥∥∥ 1n n∑
k=1

uk − 1

∥∥∥∥ = 0 (5.11)

oldu§u görülür. Ayr�ca [19] dan [0, 1] aral�§�nda ∀f ∈ C1[a, b] için

lim
k→∞

B′k(f ;x) = f ′(x) (düzgün) (5.12)

oldu§u biliniyor. (5.12) de Teorem 2.3.1 den

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

‖B′k(f)− f ′‖ = 0 (5.13)
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oldu§u görülebilir. (5.10) dan a³a§�daki e³itsizlik yaz�labilmektedir:

Lk(f ;x)− f ′(x) = (uk(x)− 1) (B′k(f ;x)− f ′(x)) + f ′(x) (uk(x)− 1)

+B′k(f ;x)− f ′(x).

Bu e³itlikten

1

n

n∑
k=1

Lk(f ;x)− f ′(x) =
1

n

n∑
k=1

(uk(x)− 1) (B′k(f ;x)− f ′(x))

+ f ′(x)

(
1

n

n∑
k=1

uk(x)− 1

)
+

1

n

n∑
k=1

(B′k(f ;x)− f ′(x))

oldu§u görülür. ∀k ∈ N için ‖uk − 1‖ ≤ 1 oldu§undan, M := ‖f ′‖ ³eklinde

tan�mlan�rsa∥∥∥∥ 1n n∑
k=1

Lk(f)− f ′
∥∥∥∥ ≤ 2

n

n∑
k=1

‖B′k(f)− f ′‖+M

∥∥∥∥ 1n n∑
k=1

uk − 1

∥∥∥∥ (5.14)

e³itsizli§i elde edilir. (5.14) te (5.11) ve (5.13) göz önüne al�n�p n→∞ için limit

al�n�rsa [0, 1] aral�§�nda

lim
n→∞

Sn(f ;x) = f ′(x) (x e göre düzgün)

sonucuna ula³�l�r. Burada Sn(f ;x)

Sn(f ;x) :=
L1(f ;x) + L2(f ;x) + ...+ Ln(f ;x)

n
. (5.15)

³eklinde tan�ml�d�r. Dolay�s�yla Lk operatörü Teorem 4.2.3 teki A = {C1} özel

halini sa§lam�³ oldu. Fakat dikkat edilirse f ′ fonksiyonuna Lk(f) operatörüyle

klasik manada yakla³�lmas� sabit fonksiyonlar d�³�nda imkans�zd�r. Çünkü (uk(x))

dizisi [0, 1) aral�§�nda yak�nsak olmayan bir fonksiyon dizisidir.

Ayr�ca herhagi bir regüler A matrisi için Lk(f) operatörünün f ′ türevine

A−istatistiksel yak�nsamas� da imkans�zd�r. Çünkü

stA − lim sup
k→∞

uk(x) = 2− x2 ve stA − lim inf
k→∞

uk(x) = x2 (5.16)

³eklindedir. Burada stA− lim sup ve stA− lim inf üst ve alt A−istatistiksel limiti

göstermektedir [9, 12]. (5.16) dan anl�yoruz ki sabit bir x ∈ [0, 1) için uk(x) dizisi

hem klasik manada hem de A−istatistiksel manada yak�nsak de§ildir.
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�imdi f(x) = x + x
10
sin (10x)+ 1

100
cos (10x) fonksiyonunu ve bu fonksiyonun

türevi olan f ′(x) = 1 + x cos (10x) fonksiyonunu ele alal�m. �ekil 5.1 ve �ekil 5.2

bize, (5.9) da tan�mlanan Lk(f) operatörünün f ′ türevine yak�nsayamayaca§�n�

göstermektedir. Çünkü k n�n tek de§erleri için operatörümüz x2f ′(x) fonksiyo-

nuna, çift de§erleri için ise (2− x2)f ′(x) fonksiyonuna yakla³maktad�r.

�ekil 5.1: f(x) = x + x
10
sin (10x) + 1

100
cos (10x) fonksiyonu için (5.9) da

tan�mlad�§�m�z Lk(f ;x) operatörü k n�n yeterince büyük tek de§erleri için x2f ′(x)
fonksiyonuna yakla³maktad�r.

�ekil 5.2: f(x) = x + x
10
sin (10x) + 1

100
cos (10x) fonksiyonu için (5.9) da

tan�mlad�§�m�z Lk(f ;x) operatörü k n�n yeterince büyük çift de§erleri için
(2− x2)f ′(x) fonksiyonuna yakla³maktad�r.
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Fakat �ekil 5.3 ten anla³�l�yor ki yeterince büyük k de§erleri için Lk(f) opera-

törünün aritmetik ortalamas� f ′ türevine yakla³maktad�r.

�ekil 5.3: f(x) = x + x
10
sin (10x) + 1

100
cos (10x) fonksiyonu için (5.15) te

tan�mlad�§�m�z Sn(f ;x) operatörü k n�n yeterince büyük de§erleri için f ′(x)
fonksiyonuna yakla³maktad�r.

5.4 De§erlendirmeler

Bu tez ile birlikte yakla³�mlar teorisi ile toplanabilme teorisi aras�nda güçlü bir

köprü kurulmu³tur. Daha önceden benzer dü³ünceler baz� di§er yakla³�mlarda

kullan�lm�³ olsa da (bkz: [4, 21, 24]), bu çal�³mada sunulan gra�ksel gösterimler,

konunun daha elle tutulur ve derinlemesine incelenmesi için imkan sa§lamaktad�r.

Pozitif lineer operatörleri kapsayan geni³ bir operatör ailesi yard�m�yla, fonksiyon-

lara ve türevlerine toplanabilme metotlar� yard�m�yla çe³itli yakla³�m teoremleri

elde edilmi³tir.

Bütün tez boyunca yap�lan çal�³malar tek de§i³kenli fonksiyonlara yakla³�m

için incelenmi³tir. Dolay�s�yla çok de§i³kenli fonksiyonlar üzerinde yakla³�m

sonuçlar�n�n ara³t�r�lmas� do§al bir problemdir. Gelecekte bu konu üzerinde

yap�lacak çal�³malar, sadece bu tezdeki sonuçlara de§il, ayn� zamanda çok

de§i³enli Korovkin teorisine de önemli katk�lar sa§layacakt�r. Dolay�s�yla bu

probleme bulunacak çözümler, gelecekteki öncelikli hede�erimiz aras�ndad�r.
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Bu tezdeki sonuçlar�n derlenmesiyle elde edilen bir bilimsel makale, uluslararas�

indekse giren hakemli bir dergide yay�nlanmas� iste§iyle gönderilmi³tir. Ayr�ca

ayn� çal�³ma "International Conference: Mathematics Days in So�a MDS 2014"

isimli bir uluslararas� konferas�n "Approximation Theory and Special Functions"

isimli özel serisinde sunulmu³ olmakla birlikte "International Conference on

Recent Advances in Pure and Applied Mathematics (ICRAPAM 2014)" isimli

uluslararas� konferansta sunulacakt�r.
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