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�eyma B�LAZERO�LU

GEC�KMEL� REAKS�YON-D�FÜZYON LENGYEL-EPSTEIN
MODEL�N�N HOPF ÇATALLANMA ANAL�Z�

ÖZET

Bu tezde, Gecikmeli Reaksiyon-Difüzyon Denklem Sistemlerinde gecikme ter-
imi olan τ çatallanma parametresi seçilerek Hopf çatallanma analizinin nas�l
yap�laca§�n� öngören yeni bir algoritma olu³turulmu³tur. Bu algoritma, [14]'te
verilen Gecikmeli Diferensiyel Denklem Sistemleri için Hopf çatallanma analizi
algoritmas� ile [15]'te Reaksiyon-Difüzyon Sistemleri için verilen Hopf çatallanma
analizi algoritmas�n�n birle³tirilmesi ile elde edilmi³tir. Bu algoritma, gecikme
terimi ve konum de§i³keni eklenerek daha gerçekçi hale getirilen Gecikmeli
Reaksiyon-Difüzyon Lengyel-Epstein Modeline uygulanm�³ ve sistemde hangi
³artlarda Hopf çatallanman�n mevcut oldu§u, bu ³artlar alt�nda olu³acak Hopf
çatallanman�n yönünün ve olu³an periyodik çözümlerin kararl�l�k yap�s�n�n ne
olaca§� ifade edilmi³tir.
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HOPF BIFURCATION ANALYSIS OF LENGYEL-EPSTEIN
REACTION-DIFFUSION MODEL WITH DELAY

ABSTRACT

In this thesis, a new algorithm for Hopf Bifurcation analysis of a Delayed
Reaction-Di�usion System is introduced with taking delay term τ as a bifurcation
parameter. This algorithm is obtained by combining algorithms which are given
in [14] for Delayed Di�erantial Systems and [15] for Reaction-Di�usion Systems.
This algorithm is applied to Delayed Reaction-Di�usion Lengyel-Epstein Model
which is made more realistic by adding the delay and di�usion terms. Also, the
conditions which Hopf Bifurcation will occur in this system, what would be the
direction of the Hopf Bifurcation which occurs under this conditions and what
would be the stability structure of periodic solutions which occur due from Hopf
Bifurcation are expressed.

Keywords: Hopf Bifurcation, Lengyel-Epstein Model, System of Reaction-
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1. G�R��

1.1 Tez Çal�³mas�n�n Amac�

Etraf�m�zdaki dünyay� daha iyi anlayabilmek ve teknik sorunlara çözüm ürete-

bilmek için, olaylar� matematiksel terimlerle temsil etmeye matematiksel mod-

elleme denir. Bu ³ekilde matematik, gerçek dünya problemlerine modelleme

yoluyla çözüm üreten sistematik bir dü³ünme yolu haline gelir [1].

Model ba³lang�çta olabildi§ince basit tutulur. Yeni terimler ve de§i³kenler modele

daha sonra a³ama a³ama eklenebilir. Böylece, model daha gerçekçi hale getirilir.

Modeli daha gerçekçi hale getirmek için pek çok ³ey yap�labilir. Örne§in, model

birden fazla ba§�ms�z de§i³kene ba§lanabilir, modeldeki ba§�ml� de§i³ken say�s�

art�r�labilir veya modele gecikme terimi eklenebilir.

Bu tezde çal�³�lan modeli daha gerçekçi hale getirmek için hem modelin ba§�ms�z

de§i³ken say�s� art�r�lm�³ hem de modele gecikme terimi eklenmi³tir.

Peki neden ba§�ms�z de§i³ken say�s�n�n art�r�lmas�, modelleri daha gerçekçi hale

getirir? Gerçek ya³amdaki baz� problemler zamana ba§l� oldu§u gibi konum ve

ya³ gibi farkl� de§i³kenlere de ba§l� olabilir. Bu nedenle iyile³tirilmek istenen

bir model birden fazla ba§�ms�z de§i³kene ba§lanabilir. Bunu a³a§�daki birkaç

örnekle ifade edelim.
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Problemimiz bir popülasyon problemi ise nüfus miktar�ndaki de§i³im için zaman

ba§�ms�z de§i³keni ile birlikte ya³ ba§�ms�z de§i³keni de dikkate al�nmal�d�r.

Çünkü bir popülasyondaki bireylerin ya³ ortalamas� nufüs art�³� üzerinde etkilidir.

Ya³l� nufüsun fazla oldu§u bir popülasyonda nüfus art�³ h�z� az olacakken genç

nüfusun fazla oldu§u bir popülasyonda nüfus art�³ h�z� fazla olacakt�r. Bu

konudaki ilk çal�³ma Sharpe ve Lotka [2] taraf�ndan yap�lm�³t�r. Bu problem

birinci mertebeden bir k�smi türevli denklem ile tan�mlan�r [5].

Problemimiz bir popülasyonun ya³am�n� devam ettirmesi için gerekli olan min-

imum alan problemi ise zaman ba§�ms�z de§i³keni ile birlikte konum ba§�ms�z

de§i³keni de dikkate al�nmal�d�r. Çünkü çok geni³ bir alana b�rak�lan bir

popülasyonda e³lerin birbirleri bulup üremeyi sa§lama ihtimalleri az olaca§�

için popülasyon nufüsunun art�³ h�z� azalabilecekken çok dar alana b�rak�lan bir

popülasyonda da besin s�k�nt�s� ya³anabilece§i için popülasyon yok olma ihtimali

ile kar³� kar³�ya kalabilecektir. Bu konu ilk defa Kierstead ve Slobodkin [3] ve

Skellam [4] taraf�ndan çal�³�lm�³t�r. Bu problem ikinci mertebeden bir k�smi

türevli denklem ile tan�mlan�r [5].

�ekil 1.1: Desen ve �ekil Olu³umu: Kelebek Kanad�
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�ekil 1.2: Desen ve �ekil Olu³umu: Kaplan Derisi

Problemimiz, foto§ra�arda göründü§ü gibi birçok biyolojik sistemde kar³�la³�lan

desen ve ³ekillerin nas�l olu³tu§u ise yine zaman ba§�ms�z de§i³keni ile birlikte

konum ba§�ms�z de§i³keni de dikkate al�nmal�d�r. Bu konu ile ilgili ilk çal�³ma

Turing [6] taraf�ndan yap�lm�³ olup bu çal�³madan ileride bahsedilecektir. Burada

rastgele da§�l�m ele al�n�r ve bu problemler ikinci mertebeden bir k�smi türevli

denklem sistemi ile verilir.

Problemimiz maddelerin yay�lmas�n� içeren bir problem ise yine zaman ba§�ms�z

de§i³keni ile birlikte konum ba§�ms�z de§i³keni de dikkate al�nmal�d�r. Hücreler,

bakteriler, kimyasal maddeler, hayvanlar gibi partikül/tanecik topluluklar�nda

her parçac�k genelde rastgele bir ³ekilde hareket eder. Tanecikler bu düzensiz

bireysel hareketleri ile etrafa da§�l�rlar. Bu rastgele konumsal harekete "difüzyon"

denir.

�ekil 1.3: Difüzyon
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Maddelerin yay�lmas�n� içeren problemlerde genellikle rastgele da§�l�m ele al�n�r ve

bu problemler ikinci mertebeden bir k�smi türevli denklem sistemi ile tan�mlan�r.

Bu problemlere Reaksiyon-Difüzyon Sistemleri denir [5].

Peki modelleri daha gerçekçi hale getirmek için, modellere neden gecikme

terimi eklenmelidir? Gerçek ya³amdaki problemlerin bir k�sm� anl�k olarak

gerçekle³irken bir k�sm� ise geçmi³ten etkilenip gelece§i etkilerler. Matematiksel

modellemelerde geçmi³teki bir t0 an�n�n ³imdiki t1 veya gelecekteki t2 an�na

etkilerini incelemek için modellere gecikme terimi eklenir. Bu ³ekilde problemlerin

geçmi³e olan ba§�ml�l�klar� modele dahil edilmi³ olur. Bunu birkaç örnekle

aç�klayal�m.

Problemimiz bir popülasyon problemi ise nüfus art�³� popülasyonu olu³turan

bireylerin cinsel olgunlu§a ula³malar� ile ili³kilidir. Baz� popülasyonlar� olu³turan

bireyler dünyaya geldikleri andan itibaren nüfus art�³�na katk�da bulunabilirlerken

(örne§in bakteriler, baz� böcekler), baz� popülasyonlarda birey incelenen türe

ba§l� olarak dünyaya geldikten ancak τ birim zaman sonra birey say�s�n�n

artmas�na katk� sa§layabilir (örne§in balinalar, insanlar). Bu süre türe göre

de§i³ir, örne§in, balinalar�n do§um yapacak olgunlu§a ula³malar� 5-10 y�l

sürerken, Hindistan Filinin 8-12 y�l, kedinin ise sadece 10-12 ay sürmektedir.

Problemimiz kanser hücrelerinin ço§almas� ise bu ço§alma, gecikmeli diferensiyel

denklem kullan�larak Villasana ve Radunskaya [7] taraf�ndan yap�lan çal�³mada

hücre devri olarak adland�r�lan hücrelerin ikiye bölünmesi için gerekli süre ile

ili³kili oldu§u ifade edilmi³tir. Hücre devri farkl� evrelerden olu³ur, bu evrelerden

herhangi birinde al�nan ilaç veya ba§�³�kl�k sistemi etkisi ile kanser hücrelerinin

say�s�nda de§i³iklik olabilece§i için her bir evre kendisinden bir önceki evreden

etkilenirken kendisinden bir sonrakini de etkiler. Dolay�s� ile hücre devri sonunda

beklenenden farkl� miktarda hücre olu³abilir. Sonuç olarak kanser hücrelerindeki

art�³ miktar� geçmi³e ba§�ml�d�r [8].

Problemimiz geri beslemeli kontrol sistemi ise bu sistemlerin birço§unda gecikme

zaman� bulunur. Gecikmeli diferensiyel denklem kullan�larak bir kontrol sistem-

inin modellenmesine ilk örneklerden biri Minorsky'in II. Dünya Sava³� s�ras�nda

gemilerin dalgalardan dolay� sa§a sola yalpalanmas�n� önleyebilmek için yapt�§�
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çal�³mad�r. Bu çal�³maya göre geminin denge durumunda kalabilmesi için a§�rl�k

sa§lamas� amac�yla suyu bir tanktan di§erine bo³altabilen bir mekanizma ile

doldurulup bo³alt�labilen tanklar içermesi gerekir. Bu mekanizman�n çal�³mas�

anl�k bir olay de§ildir ve suyun bir tanktan di§erine bo³alt�lmas� için belirli bir

süre geçmesi gerekir [8].

1.2 Çal�³�lan Problem

Uzun y�llar boyunca modellere konum de§i³keni eklenerek difüzyonun varl�§�n�n

sisteme dahil edilmesinin, karars�z bir denge noktas�n�n difüzyonun varl�§�nda

kararl� hale gelmesi gibi, sadece karma³�k yap�daki sistemleri düzenli hale

getirdi§ine inan�lm�³t�r. Fakat 1952 y�l�nda Turing [6] yapt�§� çal�³mada bunun

aksinin de mümkün oldu§unu göstermi³tir. Kararl� bir denge noktas�n�n

difüzyonun varl�§�nda karars�z hale gelebilece§ini, biyolojik sistemlerde s�k s�k

kar³�la³�lan düzgün olmayan desen ve ³ekillerin olu³umunun karas�zl�k yap�s�nda

meydana gelen bu de§i³iklikle aç�klanabilece§ini ifade etmi³tir. Bu karars�zl�§a

"Turing Tipi Karars�zl�k" veya "Difüzyon Odakl� Karars�zl�k" denir.

Bu anlay�³ biyoloji, kimya, �zik, ekonomi gibi birçok bilimsel çal�³ma sahas�nda

teorik anlamda kabul görmü³ ve bu alanlardaki çal�³malarda kullan�lm�³t�r

[10]. Fakat do§rulu§u uzun y�llar boyunca deneysel olarak gösterilememi³tir.

1990'lar�n ba³�nda De Kepper, CIMA Reaksiyonu [9] ile Turing'in çal�³malar�n�n

bas�lmas�ndan yakla³�k 40 y�l sonra ilk deneysel kan�t� ortaya koymu³tur. CIMA

reaksiyonu 5 farkl� reaktanttan olu³ur. Bu nedenle de matematiksel anlamda

analizler yapmak için çok karma³�kt�r. Bu karma³�k modeli Lengyel ve Epstein

([11], [12]) iki boyutlu bir sisteme indirgenmeyi ba³arm�³lard�r, bu model Lengyel-

Epstein Modeli olarak adland�r�l�r. CIMA Reaksiyon Modeli hakk�nda daha fazla

bilgi için [10]'a ba³vurulabilir.

Önemi buradan gelen bu iki boyutlu modele, kimyasal tepkimelerin belirli bir

süre içerisinde gerçekle³ece§i gerçe§ini dahil etmek amac� ile τ gecikme terimi ve

kimyasal tepkimelerde maddelerin rastgele da§�ld�§� gerçe§ini dahil etmek içinse
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herhangi bir yön k�s�tlamas� yap�lmadan konum de§i³keni eklenmi³, böylece model

daha gerçekçi hale gitirilerek Gecikmeli Reaksiyon-Difüzyon Lengyel-Epstein

Modeli, yani tez problemi elde edilmi³tir. Bu ³ekilde, bu modelin kararl�l�k ve

Hopf Çatallanma analizi çal�³�larak, gecikme terimi τ = 0 iken [11], [12], [15],

[17]-[22] ve [28]'de yap�lan çal�³malar geni³letilmi³tir.
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2. HOPF ÇATALLANMA TEOR�S�

2.1 Hopf Çatallanma Nedir?

X ∈ Rn konum de§i³keni ve µ ∈ R parametre olmak üzere, çatallanma

X ′ = F (X,µ) X ∈ Rn, µ ∈ R (2.1)

gibi bir sistemde "µ parametresi de§i³irken sistemin çözümler ailesinin niteliksel

veya topolojik yap�s� nas�l de§i³ir?" sorusuna aranan cevapt�r. Matematiksel

olarak ise a³a§�daki ³ekilde tan�mlan�r.

Tan�m 2.1.1 Parametrelerin de§i³mesi ile topolojik olarak birbirine denk ol-

mayan faz portrelerinin ortaya ç�kmas�na çatallanma denir [13].

Çatallanmadan bahsedebilmemiz için sistemin parametre de§erinin de§i³mesi

ve de§i³irken de sistemin niteliksel veya topolojik yap�s�nda farkl�l�lar�n ortaya

ç�kmas� gerekir.

Tan�m 2.1.2 Denge noktas�n�n kararl�l�k yap�s�n�n de§i³ti§i parametre de§erine

çatallanma de§eri denir [5].

Çatallanma, çatallanma de§erinde sistemin lineer operatörünün sahip oldu§u

özde§erlerin türüne göre de§i³ik tiplerde ortaya ç�kar. Bu tezin konusu olan
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Hopf veya Poincaré-Andronov-Hopf Çatallanma olarak adland�r�lan çatallanma,

iki veya daha fazla birinci mertebeden diferensiyel denklem içeren sistemlerde

ortaya ç�kar ve [13]'de ³u ³ekilde tan�mlan�r:

Tan�m 2.1.3 Çatallanma de§erinde λ1,2 = ±iω0, ω0 > 0 özde§erinin varl�§� ile

ili³kili olan çatallanmaya Hopf çatallanma denir.

Bu bölümün kalan k�sm�nda, farkl� türdeki diferensiyel denklem sistemlerine ait

Hopf çatallanma analizi algoritmalar� verilecektir.

2.2 Adi Diferensiyel Denklem Sistemlerinde Hopf

Çatallanma

Bu bölümde, adi diferensiyel denklemlerde olu³an periyodik çözümlerin çatallan-

mas� için E. Hopf Teoremi verilecektir. x ∈ Rn konum de§i³keni ve v ∈ R+

sistemin parametresi olmak üzere

dx

dt
= f(x, v) (2.2)

sistemini ele alal�m. x = x∗(v), (2.2) sisteminin ayr�k denge noktas� ve

A(υ) = Dx(f(x∗(υ), υ)) =

{
∂fi(x

∗(υ), υ)

∂xj
: i, j = 1, 2, ......, n

}
(2.3)

sistemin Jacobian matrisi, v = vc için

ω(vc) = ω0 > 0, α(vc) = 0 ve α′(vc) 6= 0 (2.4)

ko³ullar�n� sa§layan λ1(v) =
−
λ2(v) = α(v) + iω(v) kompleks e³lenik özde§erler

mevcut olsun. Burada, vc de§erine v parametre de§erleri için kritik de§er denir.

Ayr�ca, (2.4) ko³ulu sistemin parametresi de§i³irken denge noktas�n�n kararl�l�k

yap�s�n�n de§i³ti§ini söylemektedir.

X = x− x∗ ve µ = v − vc (2.5)
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de§i³ken de§i³tirmeleri ile (2.2) sisteminin denge noktas� orijine ve çatallanma

parametresi s�f�ra ta³�narak elde edilen ve bir öncekine topolojik olarak denk olan

sistem

F (X,µ) = f(X + x∗(vc + µ), vc + µ) (2.6)

olmak üzere
dX

dt
= F (X,µ) (2.7)

ile verilen dierensiyel denklem sistemine dönü³ür.

Teorem 2.2.1 E§er

1. 0 noktas�n� içeren bir aç�k aral�kta µ ve F (0, µ) = 0 için X = 0 ∈ Rn

noktas� F fonksiyonunun bir izole denge noktas�,

2. (0, 0) ∈ Rn×R1 noktas�n�n bir kom³ulu§unda, F fonksiyonu X ve µ ye göre

analitik,

3.

ω(vc) = ω0 > 0, α(vc) = 0, α′(vc) 6= 0 ve λ(µ) = α(µ) + iω(µ) (2.8)

olmak üzere A(µ) = Dx(0, µ) matrisi λ ve
−
λ kompleks e³lenik özde§erlere

sahip,

4. A(0) matrisinin geriye kalan n− 2 özde§erinin reel k�sm� s�f�rdan farkl� ise

(2.7) sisteminde µ = 0'da Hopf çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik

çözümler ortaya ç�kar.

5. Ayr�ca, c1(0) Lyapunov katsay�s� olmak üzere

(a) 1
α′ (0)

Re (c1) (0) < 0 ise çatallanman�n yönü süperkritiktir,

(b) 1
α′ (0)

Re (c1) (0) > 0 ise çatallanman�n yönü subkritiktir.

6. A(0) matrisinin geriye kalan tüm özde§erinin reel k�s�mlar� negatif ve

(a) Re (c1) (0) < 0 ise periyodik çözümler kararl�,
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(b) Re (c1) (0) > 0 ise periyodik çözümler karars�zd�r.

Bu teorem, (2.7) gibi bir sistemde Hopf çatallanman�n mevcut olup olmad�§�,

mevcut ise yönünün ne oldu§u ve olu³an periyodik çözümlerin kararl�l�§� hakk�nda

bilgi vermektedir. Adi diferensiyel denklem sistemlerinde bu teoremin hangi algo-

ritmaya ba§l� kal�narak uygulanbilece§i [14] 'te sayfa 80'de verilmi³tir. Bu tezde

gecikmeli diferensiyel denklem sistemleri, reaksiyon-difüzyon denklem sistemleri

ve gecikmeli reaksiyon-difüzyon denklem sistemleri için Hopf çatallanma analizi

algoritmalar� verilecektir.

2.3 Gecikmeli Diferensiyel Denklem Sistemlerinde

Hopf Çatallanma Analizi

Bu bölümde daha önceki bölümde verilen teorem, gecikmeli diferensiyel denklem

sistemine uygulanacakt�r. Bunun için ele al�nan sistemi, center manifold üzerinde

kompleks de§i³kenli tek bir diferensiyel denkleme dönü³türmek için Center

Manifold Teoremi kullan�lacakt�r. Ele al�nan sistem sonsuz boyutlu fonksiy-

onel diferensiyel denklem oldu§u için öncelikle bu sistem iki boyutlu sisteme

indirgenecek, ard�ndan çatallanman�n yönü ve denge noktas�ndan çatallanan

periyodik çözümlerin kararl�l�§� için gerekli formüller elde edilecektir.

Ck [−r, 0], [−r, 0] üzerinde tan�ml� n-boyutlu reel vektör de§erli k-kez türevlenebilen

ve türevleri sürekli olan fonksiyonlar�n uzay�; x : [−r, 0]→ Rn olarak tan�mlanan

vektör de§erli bir fonksiyon ve xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−r, 0] olmak üzere

dx(t)

dt
= Lµxt + f(xt, µ), t > 0, µ ∈ R (2.9)

otonom sistemini ele alal�m. Burada, Lµ : C [−r, 0] → Rn bir parametreli

sürekli lineer operatörlerin ailesi ve f(·, µ) : C [−r, 0] → Rn en az ikinci

dereceden terimler içeren ve f(0, µ) = 0, Dxf(0, µ) = 0 özelliklerini sa§layan

bir operatördür.

Teorem 2.2.1'in sartlar�n�n sa§lanmas� amac�yla çok küçük |µ| de§erleri için f(·, µ)
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ve Lµ operatörlerinin µ çatallanma parametresine ba§l� olarak analitik oldu§unu

kabul edelim.

Lµ operatörünün

σ(µ) = {λ | det(λI − Lµeλθt) = 0} (2.10)

spektrumunda Hopf çatallanma varsay�mlar� a³a§�daki gibidir:

1. σ(µ)'de, ω(0) = ω0 > 0, α(0) = 0, α
′
(0) 6= 0 ko³ullar�n� sa§layan ve

λ(µ) = α(µ) + iω(µ) olacak ³ekilde tek katl� (basit) λ(µ),
−
λ(µ) ∈ σ(µ)

vard�r.

2. σ(0) kümesinin λ(0) ve
−
λ(0) haricindeki di§er tüm elemanlar�n�n reel

k�s�mlar� s�f�rdan farkl�d�r.

Bu kabuller alt�nda sistem (2.9)'da Teorem 2.2.1 gere§ince µ = 0 iken Hopf

çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar.

Bu varsay�mlar, bir sistemde Hopf çatallanmas�n�n hangi ko³ullar alt�nda ortaya

ç�kaca§�n� ifade etmektedir. Fakat çatallanman�n yönü ve periyodik çözümlerin

kararl�l�§� hakk�nda bilgi vermemektedir. Bu konularda bilgi sahibi olmak için

a³a§�daki algoritma izlenir.

Sistem (2.9), x(t) ve xt ile gösterilen iki farkl� bilinmeyen içermektedir. Bu

noktada yap�lmas� gereken ilk ³ey (2.9) sistemini matematiksel aç�dan uygun

olacak ³ekilde tek bilinmeyeni xt olan

x
′

t = A(µ)xt +R(µ)xt (2.11)

sistemine dönü³türmektir. Bunun için, (2.9) sisteminin dx(t)
dt

= Lµxt lineer k�sm�

Riesz Temsil Teoremi kullan�larak yeniden ifade edilir. Bu teorem gere§ince i, j =

1, 2, 3...., n için ηij : [−r, 0] → Rn olmak üzere bile³enleri [−r, 0] üzerinde s�n�rl�

de§i³imlere sahip olan ve φ ∈ C [−r, 0] için

Lµ(φ) =

∫ 0

−r
dη(θ, µ)φ(θ) (2.12)
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özelli§ine sahip η(·, µ) : [−r, 0] → Rn × Rn dönü³ümü vard�r. η(·, µ) seçimi

çal�³�lan diferensiyel denkleme ba§l�d�r. Bu fonksiyon yard�m� ile, φ ∈ C1 [−r, 0]

olmak üzere

A(µ)φ =

{
dφ
dθ∫ 0

−r dη(s, µ)φ(s) = Lµ(φ)

, θ ∈ [−r, 0) ise

, θ = 0 ise
(2.13)

operatörü tan�mlan�r ve böylece (2.9) sisteminin lineer k�sm� olan dx(t)
dt

= Lµxt

ifadesi, (2.11) sisteminin lineer k�sm� olan x
′
t = A(µ)xt'ye dönü³türülür. Yine,

R(µ)φ =

{
0

f(φ, µ)

, θ ∈ [−r, 0) ise

, θ = 0 ise
(2.14)

ile de (2.9) sistemi, istenilen (2.11) sistemine tamamen dönü³türülmü³ olur.

Yön analizi yapabilmek için µ = 0'da A(0) operatörünün λ(0) özde§erine kar³�l�k

gelen q(θ) özvektörü ve
−
A(0) operatörünün

−
λ(0) özde§erine kar³�l�k gelen q∗(s)

özvektörü hesaplanmal�d�r. ηT , η'n�n transpozu olmak üzere A(0) operatörünün

adjoint (ek) operatörü

A∗(µ)φ(s) =

{
−dφ(s)

ds∫ 0

−r dη
T (s, µ)φ(−s)

, s ∈ (0, r] ise

, s = 0 ise
(2.15)

ile tan�mlan�r. q(θ) ve q∗(s) özvektörleri

A(0)q(θ) = iω0q(θ) (2.16)

A∗(0)q∗(s) = −iω0q
∗(s)

e³itliklerinden yararlan�larak hesaplan�r.

n-boyutlu sistemleri incelemek iki boyutlu sistemleri incelemekten daha zordur.

Bu sistemleri incelemek için boyut indirgeme yöntemleri kullan�l�r. Boyut

indirgemek için ise Center Manifold Teoremi kullan�l�r.

S�f�r denge noktas� civar�nda C0 center manifoldunu tan�mlamak için ilk önce

manifoldun koordinatlar�n�n belirlenmesine ihtiyaç vard�r. Bunun için ise özel

bir iççarp�ma gereksinim duyulmaktad�r. ψ ∈ C[0, r] ve φ ∈ C[0, r] olmak üzere

iççarp�m

< ψ, φ >=
−
ψ(0) · φ(0)−

∫ 0

θ=−r

∫ θ

ξ=0

−
ψ
T

(ξ − θ)dη(θ, µ)φ(ξ)dξ (2.17)
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³eklinde tan�mlans�n. A ve A∗ adjoint operatörler olduklar� için (ψ, φ) ∈ D(A)×
D(A∗) için < ψ,Aφ >=< A∗ψ, φ > sa§lan�r. Yukar�da verilen q ve q∗ bu iç

çarp�m alt�nda normalle³tirilir, yani bu özvektörler < q∗, q >= 1 ve < q∗,
−
q >= 0

ko³ullar�n� sa§lamal�d�r. Her bir x ∈ D(A) için center manifoldun koordinatlar�n�

veren (z, w) ikilisinin olu³turulmas� gerekmektedir. Burada

z(t) =< q∗(θ), x > (2.18)

ve

w = x(θ)− z(t)q(θ)−
−

z(t)q(θ) = x(θ)− 2Re (z(t)q(θ)) (2.19)

e³itlikleri ile verilir. µ = 0 iken (2.11) sisteminin xt çözümleri için (2.18)

z(t) =< q∗(θ), xt(θ) > (2.20)

ve (2.19)

w = xt(θ)− z(t)q(θ)−
−

z(t)q(θ) = xt(θ)− 2Re (z(t)q(θ)) (2.21)

olarak tan�mlan�r. C0 manifoldu üzerinde

w(z,
−
z, θ) = w20(θ)

z2

2
+ w11(θ)z

−
z + w02

−
z
2

2
+ w30(θ)

z3

6
+ .... (2.22)

olmak üzere w(t, θ) = w(z(t),
−
z(t), θ)'d�r. z ve

−
z s�ras�yla q ve

−
q∗ vektörleri

yönündeki C0 monifoldunun yerel koordinatlar�d�r. Buradan < q∗, w >= 0 oldu§u

kolayca görülebilir. (2.11) sisteminin xt ∈ C0 çözümleri için

z′ =< q∗, x
′

t >=< q∗, Axt +Rxt > (2.23)

ya da µ = 0 oldu§unda

z′ = iω0z +
−
q∗(0)f(w(z,

−
z, θ) + 2Rez(t)q(θ)) (2.24)

= iω0z +
−
q∗(0)f0(z,

−
z)

elde edilir. Bu k�saca

z′ = iω0z + g(z,
−
z) (2.25)
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³eklinde yaz�labilir. (2.24) ve (2.25) denklemlerine dikkatli bak�ld�§�nda f , θ

de§i³keninin bir fonksiyonu olarak al�nan bir operatör iken g fonksiyonunun ise θ

de§i³kenine olan ba§l�l�§� kald�r�lm�³t�r.

Bir sonraki hedef g fonksiyonunu z ve
−
z de§i³kenlerinin kuvvetleri cinsinden

açmak ve çatallanman�n yön analizi için gerekli olan Lyapunov katsay�s�n�

hesaplamakt�r. Lyapunov katsay�s�n�n reel k�sm�n�n i³aretini tespit edebilmek

için g fonksiyonunun (z,
−
z) = (0, 0)'da Taylor aç�l�m�ndaki gij katsay�lar�n�n

bulunmas� gerekmektedir. (2.24) ve (2.25)'den

g(z,
−
z) =

−
q∗(0)f0(z,

−
z) (2.26)

oldu§u ve gij katsay�lar�n�n wij katsay�lar�na ba§l� oldu§u bilinmektedir. Bu

nedenle wij(θ) katsay�lar�n�n hesaplanmas� gerekmektedir. Bunun için öncelikle

wij(θ) katsay�lar�n� verecek denklem olu³turulur. (2.19) denkleminde t de§i³ke-

nine göre türev al�n�r

w′ = xt − z′q −
−
z
′−
q (2.27)

ve bu denklemde (2.11) ve (2.25) ifadeleri kullan�l�rsa

w′ =

 Aw − 2Re{
−

(q∗(0) · f0)q(θ)}

Aw − 2Re{
−

(q∗(0) · f0)q(0)}+ f0

, θ ∈ [−r, 0) ise

, θ = 0 ise
(2.28)

elde edilir. Bu ifade ise

H(z,
−
z, θ) = H20(θ)

z2

2
+H11(θ)z

−
z +H02

−
z
2

2
+H30(θ)

z3

6
+ .... (2.29)

olmak üzere

w′ = Aw +H(z,
−
z, θ) (2.30)

³eklinde yaz�labilir. Di§er yandan orijin civar�nda C0 manifoldu üzerinde

w′ = wzz
′ + w−

z

−
z
′

(2.31)

elde edilir. (2.22) ve (2.25) ifadelerinden faydalanarak wz, w−
z
, z′ ve

−
z
′
ifadeleri

yerine yaz�l�rsa w′ için yeni bir e³itlik elde edilmi³ olur. Elde edilen bu ifade ile
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(2.30) denkleminin sa§ taraf� e³itlenirse

(2iω0I − A(0))w20(θ) = H20(θ)

−A(0)w11(θ) = H11(θ) (2.32)

w02(θ) =
−
w20(θ)

e³itlikleri bulunur. wij katsay�lar� hesapland�ktan sonra (2.25) diferensiyel

denklemi

z′ = iω0z + g20(θ)
z2

2
+ g11(θ)z

−
z + g02

−
z
2

2
+ g21(θ)

z2
−
z

2
+ .... (2.33)

³eklinde yaz�labilir. i+ j ≤ 3 için gij katsay�lar�

−
q∗(0)f0

zq(θ) +
−
z
−
q(θ) + w20(θ)

z2

2
+ w11(θ)z

−
z + w02

−
z
2

2
+ ....

 (2.34)

ifadesinin aç�l�m�ndan elde edilir. Poincaré Normal Form'da geçen, çatallanman�n

yönünün belirlenmesinde kullan�lan ve gij katsay�lar�ndan olu³an Lyapunov

kaysay�s� c1(0)

c1(0) =
i

ω0

(
g20g11 − 2 |g11|2 −

1

3
|g02|2

)
+

1

2
g21 (2.35)

formülü ile hesaplan�r. Lyapunov katsay�s�n�n reel k�sm�n�n i³aretinden yarar-

lan�larak Teorem 2.2.1'in 5. maddesine göre çatallanman�n yönüne karar verilir.

Ayr�ca, L0 operatörünün λ(0) ve
−
λ(0) özde§erleri haricinde geriye kalan tüm

özde§erlerinin reel k�s�mlar�n�n negatif oldu§u gösterilebilirse yine Lyapunov

katsay�s�n�n reel k�sm�n�n i³aretinden yararlan�larak Teorem 2.2.1'in 6. maddesine

göre olu³an periyodik çözümlerin kararl�l�k yap�s� belirlenir.

2.4 Reaksiyon-Difüzyon Denklem Sistemlerinde Hopf

Çatallanma Analizi

Bu bölümde, iki denklemden olu³an Neuman s�n�r de§er ko³ullu Reaksiyon-

Difüzyon Denklemlerinde Hopf çatallanman�n yönünü ve olu³an periyodik çözüm-

lerin kararl�l�k yap�s�n� tespit etmeyi sa§layacak [14] ve [15]'ten yararlan�larak elde
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edilen bir algoritma verilecektir. Burada verilecek algoritma 1-boyutlu konum

de§i³keni için olsa da, ayn� hesaplamalar n-boyutlu uzaylara geni³letilebilir. Bir

önceki bölümde oldu§u gibi ele al�nan sistemi center manifold üzerinde kompleks

de§i³kenli tek bir diferensiyel denkleme dönü³türmek için Center Manifold

Teoremi kullan�lacakt�r.

Bu bölümde, Ω = (0, `π), ` ∈ R+ olmak üzere
ut − d1uxx = f(λ, u, v)

vt − d2vxx = g(λ, u, v)

ux(0, t) = vx(0, t) = 0 ve ux(`π, t) = vx(`π, t) = 0

u(x, 0) = u0 ve v(x, 0) = v0

, x ∈ (0, `π), t > 0

, x ∈ (0, `π), t > 0

, t > 0

, x ∈ (0, `π)

(2.36)

Neuman s�n�r de§erli genel Reaksiyon-Difüzyon sistemi ele al�nacakt�r. Burada,

d1, d2, λ ∈ R+; f, g ∈ Ck (k ≥ 5) : R× R2 → R ve f(λ, 0, 0) = g(λ, 0, 0) = 0 olup

(0, 0) ise sistemin denge noktas�d�r.

Reel de§erli Sobolev uzay�

X :=
{

(u, v) ∈ H2(0, `π)×H2(0, `π)|(ux, vx)|x=0,`π = 0
}

(2.37)

olarak tan�mlans�n ve

XC := X ⊕ iX = {x1 + ix2|x1, x2 ∈ X} (2.38)

olsun.

D tan�m kümesini göstersin. DL(λ) = XC , A(λ) = fu(λ, 0, 0), B(λ) = fv(λ, 0, 0),

C(λ) = gu(λ, 0, 0) ve E(λ) = gv(λ, 0, 0) olmak üzere

J(λ) =

(
A(λ) B(λ)

C(λ) E(λ)

)
ve G =

(
d1 0

0 d2

)
(2.39)

olarak tan�mland�§�nda

L(λ) = G(
∂2

∂x2
) + J(λ) (2.40)

(2.36) sisteminin (λ, 0, 0)'da hesaplanan lineer operatörüdür.

Teorem 2.2.1'in ³artlar�n�n sa§lanmas� amac�yla çok küçük |λ| de§erleri için

f(λ, ·, ·), g(λ, ·, ·) ve L(λ) operatörlerinin λ çatallanma parametresine ba§l� olarak
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analitik oldu§unu kabul edelim. O, λ0'�n bir kom³ulu§u olmak üzere, sistem (2.36)

için Hopf çatallanma varsay�mlar� a³a§�daki gibidir:

1. ω(λ0) = ω0 > 0, α(λ0) = 0, α
′
(λ0) 6= 0 ve β(λ) = α(λ) + iω(λ) olacak

³ekilde L(λ) operatörünün tek katl� (basit), kompleks e³lenik ve λ'ya göre

sürekli türevlenebilen β(λ) ve
−
β(λ) özde§erleri vard�r.

2. L(λ0) operatörünün β(λ0) ve
−
β(λ0) haricindeki di§er özde§erlerinin reel

k�s�mlar� s�f�rdan farkl�d�r.

Bu kabuller alt�nda sistem (2.36)'da Teorem 2.2.1 gere§ince λ = λ0'da Hopf

çatallanma meydana gelir ve reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar. Fakat

bu bilgiler çatallanman�n yönü ve periyodik çözümlerin kararl�l�§� hakk�nda bilgi

edinmek için yeterli de§ildir. Bu konularda bilgi sahibi olmak için a³a§�daki

algoritma izlenir.

Bilindi§i gibi,

−ϕ′′ = µϕ, x ∈ (0, `π) ve ϕ′(0) = ϕ′(`π) = 0 (2.41)

özde§er problemi ϕn = cos(n
`
x) özvektörüne kar³�l�k gelen µn = n2

`2
özde§erlerine

sahiptir.

Bu bilgi �³�§�nda, kabul edelim ki(
φ

ψ

)
=
∞∑
n=0

cos
n

`
x

(
an

bn

)
(2.42)

L(λ) operatörünün β(λ) özde§erine kar³�l�k gelen özvektörü olsun.

Lemma 2.4.1 Ln (λ) =
(
−Gn2

`2
+ J (λ)

)
olmak üzere,

β (λ)'n�n, L (λ) operatörünün bir özde§eri olmas� için gerek ve yeter ko³ul

β (λ)'n�n, Ln (λ) operatörünün bir özde§eri olmas�d�r.

�spat 1 (
φ

ψ

)
=
∞∑
n=0

cos
n

`
x

(
an

bn

)
(2.43)
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L (λ)'n�n, β (λ) özde§erine kar³�l�k gelen özvektörü olsun. Bu durumda,

L (λ)

(
φ

ψ

)
= β (λ)

(
φ

ψ

)
(2.44)

e³itli§i sa§lan�r.

(2.43)'te tan�mlanan özvektör, (2.44) e³itli§inin sol taraf�nda yerine konursa,

L (λ)

(
φ

ψ

)
=
∞∑
n=0

(
G

(
−n

2

`2

)
+ J (λ)

)
cos

n

`
x

(
an

bn

)
(2.45)

e³itli§i elde edilir.

(2.45)'te elde edilen son ifade, (2.44)'te yerine yaz�l�p (2.43) kullan�l�rsa a³a§�daki

ifade elde edilir:

∞∑
n=0

(
G

(
−n

2

`2

)
+ J (λ)

)
cos

n

`
x

(
an

bn

)
=

∞∑
n=0

β (λ) cos
n

`
x

(
an

bn

)
(2.46)

E³itlik (2.46)'dan

Ln (λ) cos
n

`
x

(
an

bn

)
= β (λ) cos

n

`
x

(
an

bn

)
(2.47)

elde edilir. Bu ifade ise ispat� tamamlar.2

izn(λ) ve Dn(λ) s�ras�yla Ln (λ) operatörünün izini ve determinant�n� göstersin.

izn(λ) = A(λ) + E(λ)− (d1 + d2)n
2

`2
(2.48)

Dn(λ) =
d1d2n

4

`4
− n2

`2
(d2A(λ) + d1E(λ)) + A(λ)E(λ)−B(λ)C(λ)

olmak üzere, Ln (λ) operatörünün karakteristik denklemi

β2 − izn(λ)β +Dn(λ) = 0, n = 0, 1, 2, ... (2.49)

olarak ifade edilir. β(λ) özde§erleri

β(λ) =
izn(λ)±

√
iz2n(λ)− 4Dn(λ)

2
, n = 0, 1, 2, ... (2.50)
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e³itli§i ile elde edilebilir. Hopf çatallanma varsay�mlar�n� sa§lamak için Lemma

2.4.1'den her n ∈ N için λ = λn'te Ln (λ) tek katl�, sanal iω0 özde§erine sahiptir.

[14] de izlenen yöntemle analize devam edelim. Öncelikle,

U :=

(
u

v

)
∈ X ve F (λ, U) :=

(
f(λ, u, v)− A(λ)u−B(λ)v

g(λ, u, v)− C(λ)u− E(λ)v

)
(2.51)

olmak üzere, (2.36) sistemi lineer ve lineer olmayan k�s�mlar�n� ayr� ayr� görebile-

ce§imiz
dU

dt
= L(λ) + F (λ, U) (2.52)

³eklinde yaz�l�r. F0(U) := F (λ, U)|λ=λ0 olmak üzere, sistem (2.52) λ = λ0'da

dU

dt
= L(λ0) + F0(U) (2.53)

sistemine dönü³ür.

S�f�r denge noktas� civar�nda C0 center manifoldunu tan�mlamak için ilk önce

manifoldun koordinatlar�n�n belirlenmesine ihtiyaç vard�r. Bunun için ise özel

bir iççarp�ma gereksinim duyulmaktad�r. Hilbert uzay� XC üzerinde tan�ml�

kompleks de§erli L2 iççarp�m�

< U1, U2 >=

∫ `π

0

(
−
u1u2 +

−
v1v2

)
dx (2.54)

tan�m� ile verilir.

L∗(λ0) :=

(
d1

∂2

∂x2
+ A(λ) C(λ)

B(λ) d2
∂2

∂x2
+ E(λ)

)
(2.55)

L(λ0) operatörünün adjoint operatörü oldu§u için

< u,L(λ0)v >=< L∗(λ0)u, v > (2.56)

e³itli§i sa§lan�r. q, L(λ0) operatörünün iω0 özde§erine kar³�l�k gelen özvektörü ve

q∗, L∗(λ0) operatörünün −iω0 özde§erine kar³�l�k gelen özvektörü olsun.

L(λ0)q = iω0q (2.57)

L∗(λ0)q
∗ = −iω0q

∗
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e³itliklerini sa§lamas� gereken q ve q∗ özvektörleri, sistem (2.36) özde§er problemi

içerdi§i için q := cos n
`
x

(
an

bn

)
ve q∗ := cos n

`
x

(
a∗n

b∗n

)T

olarak seçilir.

Bu özvektörler yukar�da tan�mlanan iççarp�m alt�nda normalle³tirilir, yani <

q∗, q >= 1 ve < q∗,
−
q >= 0 ko³ullar� sa§lanmal�d�r.

Xc :=
{
zq +

−
z
−
q|z ∈ C

}
ve Xs := {u ∈ X| < q∗, u >= 0} olmak üzere X bu iki

kümenin direk toplam� yani, X = Xc ⊕ Xs olarak yaz�labilir. Bu durumda her

u, v ∈ X için(
u

v

)
= zq+

−
z
−
q +

(
w1

w2

)
veya

 u = zan cos n
`
x+

−
z
−
an cos n

`
x+ w1

v = zbn cos n
`
x+

−
z
−
bn cos n

`
x+ w2

(2.58)

ifadesini sa§layacak z ∈ C ve w = (w1, w2) ∈ Xs elemanlar� vard�r.

H(z,
−
z, w) := F0− < q∗, F0 > q− <

−
q
∗
, F0 >

−
q ve F0 := F0(zq +

−
z
−
q + w) (2.59)

olmak üzere, Bölüm 2.3'te (2.18) ve (2.19) ile tan�mlanan center manifold

koordinatlar� (z, w) kullan�larak sistem (2.53){
dz
dt

= iω0z+ < q∗, F0 >
dw
dt

= L(λ0)w +H(z,
−
z, w)

(2.60)

sistemine dönü³türülür.

Hopf çatallanman�n yön analizi için gerekli olan Lyapunov katsay�s�n� hesaplamak

için [13]'teki yöntemle, U = (u, v) olmak üzere F0(U) fonksiyonu ikinci ve üçüncü

mertebeden terimleri ayr� ayr� bir araya toplayan

F0(U) :=
1

2
Q(U,U) +

1

6
C(U,U, U) +O(|U |4) (2.61)

formunda yaz�l�r. Burada Q ve C simetrik, multilineer formlard�r. Basitlik olmas�

aç�s�ndan Q(X, Y ) = QXY ve C(X, Y, Z) = CXY Z ile gösterilecektir.

Burada amaç F0(U) = F0(λ0, U) = F0(λ0, zq +
−
z
−
q + w) fonksiyonunu z ve

−
z'�n
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kuvvetleri cinsinden yazmakt�r.

Qqq = cos2
n

`
x

(
cn

dn

)
,

Q
q
−
q

= cos2
n

`
x

(
en

fn

)
, (2.62)

C
qq
−
q

= cos3
n

`
x

(
gn

hn

)
,

ve

cn = fuua
2
n + 2fuvanbn + fvvb

2
n,

dn = guua
2
n + 2guvanbn + gvvb

2
n,

en = fuu |an|2 + fuv

(
an
−
bn +

−
anbn

)
+ fvv |bn|2 ,

fn = guu |an|2 + guv

(
an
−
bn +

−
anbn

)
+ gvv |bn|2 ,

gn = fuuu |an|2 an + fuuv

(
2 |an|2 bn + a2n

−
bn

)
(2.63)

+fuvv

(
2 |bn|2 an + b2n

−
an

)
+ fvvv |bn|2 bn,

hn = guuu |an|2 an + guuv

(
2 |an|2 bn + a2n

−
bn

)
+guvv

(
2 |bn|2 an + b2n

−
an

)
+ gvvv |bn|2 bn

olmak üzere F0 istenen formda a³a§�daki gibi yaz�l�r:

F0(λ0, zq +
−
z
−
q + w) = Qqqz

2 +Q
q
−
q
z
−
z +Q−

q
−
q

−
z
2

+ C
qq
−
q
z2
−
z + .... (2.64)

Lyapunov katsay�s�n�n elde edilmesi için gij katsay�lar�na, gij katsay�lar�n�n elde

edilmesi için de wij katsay�lar�n�n hesaplanmas�na ihtiyaç vard�r. Bunun için

H(z,
−
z, w) fonksiyonu

H(z,
−
z, w) =

H20

2
z2 +H11z

−
z +

H02

2

−
z
2

+ o(|z|3) + o(|z| . |w|) (2.65)

³eklinde yaz�l�r, (2.59) ve (2.61) kullan�l�rak

H20 = Qqq− < q∗, Qqq > q− <
−
q
∗
, Qqq >

−
q (2.66)

H11 = Q
q
−
q
− < q∗, Q

q
−
q
> q− <

−
q
∗
, Q

q
−
q
>
−
q

H02 =
−
H20
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e³itlikleri elde edilir. w fonksiyonu (z,
−
z) = (0, 0)'da Taylor polinomuna aç�l�r

w(z,
−
z) = w20

z2

2
+ w11z

−
z + w02

−
z
2

2
+ o(|z|3) (2.67)

(2.66) ve (2.67)

L(λ0)w +H(z,
−
z, w) =

dw

dt
=
∂w

∂z

dz

dt
+
∂w

∂
−
z

d
−
z

dt
(2.68)

e³itli§inde yerine yaz�larak w20 ve w11'i veren a³a§�daki e³itliklere ula³�l�r:

w20 = [2iω0I − L(λ0)]
−1H20 (2.69)

w11 = − [L(λ0)]
−1H11.

Yukar�daki ifadelerde, n ∈ N+ ve n = 0 durumlar�nda farkl� sonuçlar ortaya ç�kar.

E§er n ∈ N+ ise k�smi integrasyon kullan�ld�§�nda∫ `π

0

cos3
n

`
xdx = 0 (2.70)

sonucuna ula³�l�r. Bu integral de§erinin 0'a e³it olmas�ndan dolay�

< q∗, Qqq >=< q∗, Q
q
−
q
>=<

−
q
∗
, Qqq >=<

−
q
∗
, Q−

q
−
q
>= 0 (2.71)

e³itlikleri elde edilir. Bu de§erlerin 0'a e³it olmas�ndan dolay� (2.66), (2.69)'dan

w20 =



[2iω0I − L(λ0)]−1
[(

c0

d0

)
− < q∗, Qqq >

(
a0

b0

)]

− [2iω0I − L(λ0)]−1
< −q∗, Qqq >

 −
a0
−
b0


1
2 [2iω0I − L(λ0)]−1

[(
cos 2n

` x+ 1
)( cn

dn

)]

, n = 0 ise

, n ∈ N ise

(2.72)

w11 =



− [L(λ0)]
−1

[(
e0

f0

)
− < q∗, Q

q
−
q
>

(
a0

b0

)]

+ [L(λ0)]
−1

< −q∗, Q
q
−
q
>

 −
a0
−
b0


−1

2 [L(λ0)]
−1

[(
cos 2n

` x+ 1
)( en

fn

)]

, n = 0 ise

, n ∈ N ise

(2.73)
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formüllerine ula³�l�r.

Bu ³ekilde, sistem (2.60) gerekli katsay�lar�

g20 =< q∗, Qqq >, g11 =< q∗, Q
q
−
q
>, g02 =< q∗, Q−

q
−
q
>

ve g21 = 2 < q∗, Qw11q > + < q∗, Q
w20
−
q
> + < q∗, C

qq
−
q
> (2.74)

e³itlikleri ile hesaplanan

dz

dt
= iω0z+ < q∗, F0 >= iω0z +

∑
2≤i+j≤3

gij
i!j!

zi
−
z
j

+O(|z|4) (2.75)

center manifold ile s�n�rland�r�labilir ve (2.60) sisteminin dinami§i (2.74) sistem-

inin dinami§i ile ayn�d�r.

(2.52) sisteminin λ0 civar�ndaki λ'lar için, z kompleks de§erli fonksiyon, M ≥ 1

ve cj(λ) kompleks de§erli katsay�lar olmak üzere [14]'ün 28. sayfas�nda verilen

Poincaré normal formu

dz

dt
= (α(λ) + iω(λ)) z + z

M∑
j=1

cj (λ)
(
z
−
z
)j

(2.76)

³eklindedir. [14]'ün 47. sayfas�nda Lyapunov katsay�s�

c1 (λ) =
g20g11 (3α (λ) + iω (λ))

2 (α2 (λ) + ω2 (λ))
+

|g11|2

(α (λ) + iω (λ))
(2.77)

+
|g02|2

2 (α (λ) + 3iω (λ))
+
g21
2

³eklinde verilmi³tir. λ = λ0'da, (2.77)

c1 (λ0) =
i

2ω0

(
g20g11 − 2 |g11|2 −

1

3
|g02|2

)
+
g21
2

=
i

2ω0

< q∗, Qqq >< q∗, Q
q
−
q
> + < q∗, Qw11q > (2.78)

+
1

2
< q∗, Q

w20
−
q
> +

1

2
< q∗, C

qq
−
q
>

³ekline dönü³ür. Lyapunov katsay�s�n�n reel k�sm� (2.78)'in i³aretinden yarar-

lan�larak Teorem 2.2.1'in 5. maddesine göre çatallanman�n yönüne karar verilir.

Ayr�ca, L(λ0) operatörünün iω0 ve −iω0 özde§erleri haricinde geriye kalan tüm
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özde§erlerinin reel k�s�mlar�n�n negatif oldu§u gösterilebilirse yine Lyapunov

katsay�s�n�n reel k�sm� (2.78)'in i³aretinden yararlan�larak Teorem 2.2.1'in 6.

maddesine göre olu³an periyodik çözümlerin kararl�l�k yap�s� hakk�nda bilgi sahibi

olunur.

2.5 Gecikmeli Reaksiyon-Difüzyon Denklem Sis-

temlerinde Hopf Çatallanma Analizi

Bu bölümde, bir önceki bölümde incelenen iki denklemden olu³an Neuman s�n�r

de§er ko³ullu reaksiyon difüzyon denklemlerine gecikme terimi eklenmesi ile

olu³an sistemlerde Hopf çatallanman�n yönünü ve olu³an periyodik çözümlerin

kararl�l�k yap�s�n� tespit etmeyi sa§layacak bir algoritma verilecektir. Bu bölümde

ele al�nacak sistem hem reaksiyon-difüzyon terimi hem de gecikme terimi içerdi§i

için, bir önceki iki bölümde verilen algoritmalar birle³tirilerek yeni bir algoritma

elde edilmi³tir. Bir önceki bölümde oldu§u gibi, verilecek algoritma 1-boyutlu

konum de§i³keni için geçerli olsa da ayn� hesaplamalar n-boyutlu uzaylara

geni³letilebilir.

Ω = (0, `π), ` ∈ R+, x ∈ (0, `π), t > 0 ve τ ∈ R+ gecikme terimi olmak üzere{
ut − d1uxx = f(τ, u(x, t), v(x, t), u(x, t− τ), v(x, t− τ))

vt − d2vxx = g(τ, u(x, t), v(x, t), u(x, t− τ), v(x, t− τ))
(2.79)

{
ux(0, t) = vx(0, t) = 0, ux(`π, t) = vx(`π, t) = 0

u(x, 0) = u0, v(x, 0) = v0

, t > 0

, x ∈ (0, `π)

Neuman s�n�r de§erli gecikmeli reaksiyon-difüzyon sistemini ele alal�m. Burada,

d1, d2, λ ∈ R+; f, g ∈ Ck(k ≥ 5) : R× R2 → R ve f(0, 0, 0, 0) = g(0, 0, 0, 0) = 0.

Hopf çatallanma analizi yapabilmemiz için sistemin lineer operatörünü tespit

etmek, ard�ndan da bu operatörün özde§erlerini bulmak gerekmektedir. Bunun

için öncelikle (2.79) sisteminden difüzyon terimlerinin ç�kar�lmas� ile elde edilen{
ut = f(τ, u(x, t), v(x, t), u(x, t− τ), v(x, t− τ))

vt = g(τ, u(x, t), v(x, t), u(x, t− τ), v(x, t− τ))
(2.80)
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Gecikmeli Diferensiyel Denklem sistemini ele alal�m. u(x, t− τ) = uτ ve

v(x, t− τ) = vτ ile gösterilsin.

A(τ) = fu(τ, 0, 0, 0, 0), B(τ) = fv(τ, 0, 0, 0, 0) (2.81)

C(τ) = gu(τ, 0, 0, 0, 0), E(τ) = gv(τ, 0, 0, 0, 0)

P (τ) = fuτ (τ, 0, 0, 0, 0), R(τ) = fvτ (τ, 0, 0, 0, 0)

S(τ) = guτ (τ, 0, 0, 0, 0), T (τ) = gvτ (τ, 0, 0, 0, 0)

olmak üzere (2.80) sisteminin Jacobian matrisini bulmak için u(x, t) = U(x)eλt

ve v(x, t) = V (x)eλt çözüm adaylar�n�n sistemde yerine konmas� ile{
λU(x)eλt =

(
A(τ) + P (τ)e−λτ

)
U(x)eλt +

(
B(τ) +R(τ)e−λτ

)
V (x)eλt

λV (x)eλt =
(
C(τ) + S(τ)e−λτ

)
U(x)eλt +

(
E(τ) + T (τ)e−λτ

)
V (x)eλt

(2.82)

elde edilir. Bu ifade(
λ−

(
A(τ) + P (τ)e−λτ

)
−
(
B(τ) +R(τ)e−λτ

)
−
(
C(τ) + S(τ)e−λτ

)
λ−

(
E(τ) + T (τ)e−λτ

) )( U(x)eλt

V (x)eλt

)
=

(
0

0

)
(2.83)

³eklinde yaz�l�rsa (2.80) sisteminin Jocabian matrisinin

J(τ) =

(
A(τ) + P (τ)e−λτ B(τ) +R(τ)e−λτ

C(τ) + S(τ)e−λτ E(τ) + T (τ)e−λτ

)
(2.84)

oldu§u görülür. Dolay�s�yla,

G =

(
d1 0

0 d2

)
(2.85)

olmak üzere

L(τ) = G(
∂2

∂x2
) + J(τ) (2.86)

(2.79) sisteminin (τ, 0, 0, 0, 0)'da hesaplanan lineer operatörü elde edilir.

Teorem 2.2.1'in sartlar�n�n sa§lanmas� amac�yla çok küçük |τ | de§erleri için

f(τ, ·, ·, ·, ·), g(τ, ·, ·, ·, ·) ve L(τ) operatörlerinin λ çatallanma parametresine ba§l�

olarak analitik oldu§unu kabul edelim.

O, τ0'�n bir kom³ulu§u olmak üzere, sistem (2.79) için Hopf çatallanma varsay�m-

lar� a³a§�daki gibidir:
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1. ω(τ0) = ω0 > 0, α(τ0) = 0, α
′
(τ0) 6= 0 ve β(τ) = α(τ) + iω(τ) olacak ³ekilde

L(τ) operatörünün tek katl� (basit), kompleks e³lenik ve τ 'ya göre sürekli

türevlenebilen β(τ),
−
β(τ) özde§erleri vard�r.

2. L(τ0) operatörünün β(τ0) ve
−
β(τ0) haricindeki di§er özde§erlerinin reel

k�s�mlar� s�f�rdan farkl�d�r.

Bu kabuller alt�nda, sistem (2.36) Teorem 2.2.1 gere§ince τ = τ0'da Hopf

çatallanmaya sahiptir ve bu sistemde reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar.

Fakat bu bilgiler çatallanman�n yönü ve periyodik çözümlerin kararl�l�§� hakk�nda

bilgi edinmek için yeterli de§ildir. Bu konularda bilgi sahibi olmak için a³a§�daki

algoritma izlenir.

Ln(τ) =
(
−Gn2

`2
+ J(τ)

)
olmak üzere, Lemma 2.4.1'den L(τ) operatörünün

özde§erlerini bulmak için Ln(τ) operatörünün özde§erlerine bakmak yeterli

olacakt�r. Ln(τ) operatörünün karakteristik denklemi

λ2 − izn(τ)λ+Dn(τ) = 0 n = 0, 1, 2, ... (2.87)

ile elde edilir. Burada, izn(τ) ve Dn(τ) s�ras�yla Ln(τ) operatörünün izini ve

determinant�n� göstermektedir. Karakteristik denklem gecikme terimi nedeni ile

üstel bir polinom olaca§� için, bir önceki bölümdekinin aksine λ(τ) özde§erlerini

veren genel bir formül belirlemek mümkün de§ildir.

Hopf çatallanma hipotezlerini sa§lamak için Lemma 2.4.1'den her n ∈ N için

τ = τn'de Ln (τ) tek katl�, sanal iω0, ω0 > 0 özde§erine sahip olmas� gerekir.

Lineer operatörü ve özde§erleri bulmak için Bölüm 2.4'te verilen algoritma kul-

lan�lm�³t�r. Hopf çatallanman�n yönünü bulmak ve olu³an periyodik çözümlerin

kararl�l�k analizini yapmak içinse Bölüm 2.3'te verilen algoritmay� temel alarak

devam edelim. Öncelikle,

L1(τ) =

(
A(τ) B(τ)

C(τ) E(τ)

)
ve L2(τ) =

(
P (τ) R(τ)

S(τ) T (τ)

)
(2.88)

{
f̃ = f − (A(τ)u+B(τ)v + P (τ)uτ +R(τ)vτ )

g̃ = g − (C(τ)u+ E(τ)v + S(τ)uτ + T (τ)vτ )
(2.89)
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U :=

(
u

v

)
∈ X ve F :=

(
f̃

g̃

)
(2.90)

olmak üzere, (2.90) sistemini lineer ve lineer olmayan k�s�mlar�n� ayr� ayr�

görebilece§imiz

∂U

∂t
=

(
−n

2

`2
G+ L1(τ)

)
U + L2(τ)Uτ + F (τ, U) (2.91)

³eklinde yazal�m. Gecikme terimini skale etmek ve çatallanma de§erini 0'a

ta³�mak için t = τs ve µ = τ − τn de§i³ken de§i³tirmeleri yap�larak sistem

∂U

∂s
= (τn + µ)

[(
−n

2

`2
G+ L1(τ)

)
U + L2(τ)U1 + F (τ, U)

]
(2.92)

sistemine dönü³türülür. �³lemlerin takibini kolayla³t�rmak için buradan sonra

s = t ve L(τ) = L al�narak devam edilecektir.

φ(θ) =

(
φ1(θ)

φ2(θ)

)
∈ C1 [−r, 0] ve Lnµ : C1 [−r, 0]→ R2 olsun. Lnµ operatörü

Lnµ = (τn + µ)

(
−n

2

`2
G+ L1

)(
φ1(0)

φ2(0)

)
+ (τn + µ)L2

(
φ1(−1)

φ2(−1)

)
(2.93)

³eklinde tan�mlan�rsa sistem (2.91)

∂U

∂t
= LnµUτ + F (τ, U) (2.94)

sistemine dönü³ür. (2.91) sistemi U = U(x, t) ve Uτ = U(x, t − τ) olmak

üzere iki farkl� bilinmeyen ihtiva eder. Analize devam edebilmek için öncelikle

bu sistemin bilinmeyen say�s�n� bire dü³ürmemiz, bunun içinse yeni operatörler

tan�mlamam�z gerekmektedir. Öncelikle, (2.91) sisteminin lineer k�sm� olan
∂U
∂t

= LnµUτ Riesz Temsil Teoremi kullanarak yeniden ifade edilir. Bu teorem

gere§ince i, j = 1, 2, 3...., n için ηij : [−r, 0] → Rn bile³enleri [−r, 0] üzerinde

s�n�rl� de§i³imlere sahip ve φ ∈ C [−r, 0] için

Lµ(φ) =

∫ 0

−r
dη(θ, µ)φ(θ) (2.95)

özelli§ine sahip η(·, µ) : [−r, 0] → Rn × Rn dönü³ümü vard�r. η(·, µ) seçimi

çal�³�lan diferensiyel denkleme ba§l�d�r. Bu fonksiyon yard�m� ile, φ ∈ C1 [−r, 0]
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olmak üzere

A(µ)φ =

{
dφ
dθ∫ 0

−r dη(s, µ)φ(s) = Lµ(φ)

, θ ∈ [−r, 0) ise

, θ = 0 ise
(2.96)

operatörü tan�mlan�r ve böylece (2.91) sisteminin lineer k�sm�, ∂Uτ
∂t

= A(µ)Uτ

lineer sistemine dönü³türülür.

R(µ)φ =

{
0

F (φ, µ)

, θ ∈ [−r, 0) ise

, θ = 0 ise
(2.97)

olarak tan�mlanmas� ile de (2.91) sistemi tek bir de§i³keni olan

∂Uτ
∂t

= A(µ)Uτ +R(µ)Uτ (2.98)

sistemine dönü³türülür.

Buradan sonraki analiz Bölüm 2.3'teki algoritman�n ayn�s�d�r. Yön analizi

yapabilmek için µ = 0'da A(0) operatörünün β(0) özde§erine kar³�l�k gelen q(θ)

özvektörü ve
∗
A(0) operatörünün

−
β(0) özde§erine kar³�l�k gelen q∗(s) özvektörü

hesaplanmal�d�r. ηT , η'n�n transpozunu göstermek üzere A(0) operatörünün

adjoint (ek) operatörü

A∗(µ)φ(s) =

{
−dφ(s)

ds∫ 0

−r dη
T (s, µ)φ(−s)

, s ∈ (0, r] ise

, s = 0 ise
(2.99)

ile tan�mlan�r. q(θ) ve q∗(s) özvektörleri

A(0)q(θ) = iω0q(θ) (2.100)

A∗(0)q∗(s) = −iω0q
∗(s)

e³itliklerinden yararlan�larak hesaplan�r.

n-boyutlu sistemleri incelemek iki boyutlu sistemleri incelemekten daha zordur.

Bu sistemleri incelemek için boyut indirgeme yöntemleri kullan�l�r. Burada boyut

indirgemek için Center Manifold Teoremi kullan�lacakt�r.

S�f�r denge noktas� civar�nda C0 center manifoldunu tan�mlamak için ilk önce

manifoldun koordinatlar�n�n belirlenmesine ihtiyaç vard�r. Bunun için ise özel bir

28



iççarp�m�n tan�mlanmas�na gereksinim duyulmaktad�r. ψ ∈ C[0, r] ve φ ∈ C[0, r]

için iççarp�m

< ψ, φ >=
−
ψ(0) · φ(0)−

∫ 0

θ=−r

∫ θ

ξ=0

−
ψ
T

(ξ − θ)dη(θ, µ)φ(ξ)dξ (2.101)

³eklinde tan�mlans�n. A ve A∗ adjoint operatörler olduklar� için (ψ, φ) ∈
D(A)×D(A∗) için < ψ,Aφ >=< A∗ψ, φ > sa§lan�r. Yukar�da verilen q ve q∗ bu

iççarp�m alt�nda normalle³tirilir, yani bu özvektörler< q∗, q >= 1 ve< q∗,
−
q >= 0

ko³ullar�n� sa§lamal�d�r. Her bir x ∈ D(A) için center manifoldun koordinatlar�n�

veren (z, w) ikilisinin olu³turulmas� gerekmektedir. Burada

z(t) =< q∗(θ), x > (2.102)

ve

w = x(θ)− z(t)q(θ)−
−

z(t)q(θ) = x(θ)− 2Rez(t)q(θ) (2.103)

e³itlikleri ile verilir. µ = 0 iken (2.98) sisteminin xt çözümleri için (2.102)

z(t) =< q∗(θ), xt(θ) > (2.104)

ve (2.103)

w = xt(θ)− z(t)q(θ)−
−

z(t)q(θ) = xt(θ)− 2Rez(t)q(θ) (2.105)

olarak tan�mlan�r. C0 manifoldu üzerinde

w(z,
−
z, θ) = w20(θ)

z2

2
+ w11(θ)z

−
z + w02

−
z
2

2
+ w30(θ)

z3

6
+ .... (2.106)

olmak üzere w(t, θ) = w(z(t),
−
z(t), θ)'d�r. z ve

−
z s�ras�yla q ve

−
q∗ vektörleri

yönündeki C0 monifoldunun yerel koordinatlar�d�r. Buradan < q∗, w >= 0 oldu§u

kolayca görülebilir. (2.98) sisteminin xt ∈ C0 çözümleri için

z′ =< q∗, x
′

t >=< q∗, Axt +Rxt > (2.107)

ya da µ = 0 oldu§unda

z′ = iω0z +
−
q∗(0)f(w(z,

−
z, θ) + 2Rez(t)q(θ)) (2.108)

= iω0z +
−
q∗(0)f0(z,

−
z)
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elde edilir. Bu k�saca

z′ = iω0z + g(z,
−
z) (2.109)

³eklinde yaz�labilir. (2.108) ve (2.109) denklemlerine dikkatli bak�ld�§�nda f , θ

de§i³keninin bir fonksiyonu olarak al�nan bir operatör iken g fonksiyonunun θ

de§i³kenine olan ba§l�l�§� kald�r�lm�³t�r.

Bir sonraki ad�m g fonksiyonunu z ve
−
z de§i³kenlerinin kuvvetleri cinsinden

açmak ve çatallanman�n yön analizi için gerekli olan Lyapunov katsay�s�n�

hesaplamakt�r. Lyapunov katsay�s�n�n reel k�sm�n�n i³aretini tespit edebilmek

için g fonksiyonunun (z,
−
z) = (0, 0)'da Taylor aç�l�m�ndaki gij katsay�lar�n�n

bulunmas� gerekmektedir. (2.108) ve (2.109)'dan

g(z,
−
z) =

−
q∗(0)f0(z,

−
z) (2.110)

oldu§u ve gij katsay�lar�n�n wij katsay�lar�na ba§l� oldu§u bilinmektedir. Bu

nedenle wij(θ) katsay�lar�n�n hesaplanmas� gerekmektedir. Bunun için öncelikle

wij(θ) katsay�lar�n� verecek denklem olu³turulur. (2.103) denkleminde t de§i³ke-

nine göre türev al�n�r

w′ = xt − z′q −
−
z
′−
q (2.111)

ve bu denklemde (2.98) ve (2.109) ifadeleri kullan�larak

w′ =

 Aw − 2Re{
−

(q∗(0) · f0)q(θ)}

Aw − 2Re{
−

(q∗(0) · f0)q(0)}+ f0

, θ ∈ [−r, 0) ise

, θ = 0 ise
(2.112)

elde edilir. Bu ifade ise

H(z,
−
z, θ) = H20(θ)

z2

2
+H11(θ)z

−
z +H02

−
z
2

2
+H30(θ)

z3

6
+ .... (2.113)

olmak üzere

w′ = Aw +H(z,
−
z, θ) (2.114)

³eklinde yaz�labilir. Di§er yandan orijin civar�nda C0 manifoldu üzerinde

w′ = wzz
′ + w−

z

−
z
′

(2.115)
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elde edilir. (2.106) ve (2.109) ifadelerinden faydalanarak wz, w−
z
, z′ ve

−
z
′
ifadeleri

yerine yaz�l�rsa w′ için yeni bir e³itlik elde edilmi³ olur. Elde edilen bu ifade ile

(2.114) denkleminin sa§ taraf� e³itlenirse

(2iω0I − A(0))w20(θ) = H20(θ)

−A(0)w11(θ) = H11(θ) (2.116)

w02(θ) =
−
w20(θ)

e³itlikleri bulunur. wij katsay�lar� hesapland�ktan sonra (2.109) diferensiyel

denklemi

z′ = iω0z + g20(θ)
z2

2
+ g11(θ)z

−
z + g02

−
z
2

2
+ g21(θ)

z2
−
z

2
+ .... (2.117)

³eklinde yaz�labilir. i+ j ≤ 3 için gij katsay�lar�

−
q∗(0)f0

zq(θ) +
−
z
−
q(θ) + w20(θ)

z2

2
+ w11(θ)z

−
z + w02

−
z
2

2
+ ....

 (2.118)

ifadesinin aç�l�m�ndan elde edilir. Poincaré Normal Form'da geçen, çatallanman�n

yönünün belirlenmesinde kullan�lan ve gij katsay�lar�ndan olu³an Lyapunov

katsay�s� olan c1(0) ise

c1(0) =
i

ω0

(
g20g11 − 2 |g11|2 −

1

3
|g02|2

)
+

1

2
g21 (2.119)

formülü ile hesaplan�r. Lyapunov katsay�s�n�n reel k�sm�n�n i³aretinden yarar-

lan�larak Teorem 2.2.1'in 5. maddesine göre çatallanman�n yönüne karar verilir.

Ayr�ca, L0 operatörünün β(0) ve
−
β(0) özde§erleri haricinde geriye kalan tüm

özde§erlerinin reel k�s�mlar�n�n negatif oldu§u gösterilebilirse yine Lyapunov

katsay�s�n�n reel k�sm�n�n i³aretinden yararlan�larak Teorem 2.2.1'in 6. maddesine

göre olu³an periyodik çözümlerin kararl�l�k yap�s� hakk�nda bilgi verilebilir.
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3. GEC�KMEL�

REAKS�YON-D�FÜZYON

LENGYEL-EPSTEIN

MODEL�'N�N HOPF

ÇATALLANMA ANAL�Z�

3.1 Genel Hopf Çatallanma Analizi

Bu bölümde Gecikmeli Reaksiyon-Difüzyon Lengyel-Epstein modelinin Hopf

çatallanma analizi çal�³�lacakt�r. Problem, Ω = (0, π) ⊂ R üzerinde tan�ml�

olup; Neuman s�n�r de§eri ile birlikte gözönüne al�nm�³t�r.

u = u(x, t) ve v = v(x, t), s�ras�yla, t > 0 zaman�ndaki ve x ∈ Ω konumundaki

aktivitör ve inhibitörün konsantrasyonunu göstermek üzere Gecikmeli Reaksiyon-

Difüzyon Lengyel-Epstein modeli a³a§�daki gibidir:
∂u(x,t)
∂t
− d1 ∂

2u(x,t)
∂x2

= a− u(x, t)− 4u(x,t)v(x,t−τ)
1+u2(x,t)

∂v(x,t)
∂t
− d2 ∂

2v(x,t)
∂x2

= σb
(
u(x, t)− 4u(x,t)v(x,t−τ)

1+u2(x,t)

) (3.1)

{
u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x)
∂u(x,t)
∂x

= ∂v(x,t)
∂x

= 0

, x ∈ Ω = (0, π)

, x ∈ ∂Ω, t > 0.

Burada, a > 0 and b > 0 konsantrasyonla ilgili parametreler, σ > 0 skala
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parametresi, τ > 0 gecikme terimi, d1 > 0 ve d2 > 0, s�ras�yla, aktivitörün ve

inhibitörün difüzyon katsay�lar�d�r. Sistem (3.1)'in τ = 0 iken Hopf çatallanma

analizi çal�³�lm�³t�r. ([17], [18], [19] ve buradaki referanslara bak�n�z).

α = a
5
olmak üzere, (u∗, v∗) = (α, 1 + α2) (3.1) sisteminin tek pozitif denge

noktas�d�r. Matematiksel olarak i³lemlerin daha kolay bir ³ekilde ilerlemesi için

denge noktas� (u∗, v∗)'�n orijine kayd�r�lmas� gerekir. u = u − u∗ ve v = v − v∗

de§i³ken de§i³tirmeleri kullan�larak, denge noktas� orijin olan a³a§�daki sistem

elde edilir.
∂u(x,t)
∂t

= d1
∂2u(x,t)
∂x2

+
(

3α2−5
1+α2

)
u(x, t) +

( −4α
1+α2

)
v(x, t− τ) + YMT

∂v(x,t)
∂t

= d2
∂2v(x,t)
∂x2

+
(

2σbα2

1+α2

)
u(x, t) +

(−σbα
1+α2

)
v(x, t− τ) + YMT.

(3.2)

Burada YMT yüksek mertebeden terimleri göstermektedir.

Bölüm 2.5'te anlat�ld�§� gibi Hopf çatallanma analizi sistemin lineer operatörünün

özde§erleri üzerine kurulmu³ bir analizdir. Bu nedenle, sistem (3.2)'nin lineer

operatörünün özde§erlerini bulmak için sistemin karakteristik denkleminin bulun-

mas�na ihtiyaç vard�r. Bunun için (3.2) sisteminde difüzyon teriminin ç�kar�lmas�

ile elde edilen

∂u(x, t)

∂t
=

(
3α2 − 5

1 + α2

)
u(x, t) +

(
−4α

1 + α2

)
v(x, t− τ) (3.3)

∂v(x, t)

∂t
=

(
2σbα2

1 + α2

)
u(x, t) +

(
−σbα
1 + α2

)
v(x, t− τ)

sistemini ele alal�m. Bu sistemin Hopf çatallanma analizi Çelik C. ve Merdan H.

taraf�ndan [16]'da çal�³�lm�³t�r. Sistem (3.3)'ün Jacobian matrisini bulmak için

u(x, t) = A(x)eλt ve v(x, t) = B(x)eλt çözüm adaylar� sistemde yerine yaz�l�r ise

λA(x)eλt =

(
3α2 − 5

1 + α2

)
A(x)eλt +

(
−4α

1 + α2

)
B(x)eλt−λτ (3.4)

λB(x)eλt =

(
2σbα2

1 + α2

)
A(x)eλt +

(
−σbα
1 + α2

)
B(x)eλt−λτ

e³itlikleri elde edilir. Son ifade, λ−
(

3α2−5
1+α2

) (
4α

1+α2

)
e−λτ

−
(

2σbα2

1+α2

)
λ+

(
σbα
1+α2

)
e−λτ

( A(x)eλt

B(x)eλt

)
=

(
0

0

)
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³eklinde yaz�l�rsa (3.3) sisteminin Jacobian matrisi

J (τ) =

(
3α2−5
1+α2

−4α
1+α2 e

−λτ

2σbα2

1+α2
−σbα
1+α2 e

−λτ

)
(3.5)

olarak elde edilir. (3.3) sisteminin Jacobian matrisinden yararlanarak elde edilen

(3.2) sisteminin (τ, 0, 0) 'da hesaplanan lineer operatörü

L (τ) =

(
D
∂2

∂x2
+ J (τ)

)
(3.6)

olup, D ve J s�ras�yla,

D =

(
d1 0

0 d2

)
, J (τ) =

(
3α2−5
1+α2

−4α
1+α2 e

−λτ

2σbα2

1+α2
−σbα
1+α2 e

−λτ

)
(3.7)

dir.

Lemma 2.4.1'den dolay� sistem (3.2)'nin lineer operatörü olan L (τ)'nun özde§er-

lerini bulmak için, a³a§�da verilen Ln (τ) lineer operatörün özde§erlerini bulmam�z

yeterli olacakt�r:

Ln (τ) =

 (
3α2−5
1+α2

)
− d1n2

(
− 4α

1+α2

)
e−λτ(

2σbα2

1+α2

) (
− σbα

1+α2

)
e−λτ − d2n2

 . (3.8)

Ln (τ) operatörünün karakteristik denklemi

λ2 − iz (Ln (τ)) + det (Ln (τ)) = 0 (3.9)

d�r. iz (Ln (τ)) ve det (Ln (τ)), (3.9)'da yerine yaz�l�rsa
A = (d1 + d2)n

2 −m
B = 5k + kd1n

2

C = k

D = d1d2n
4 −md2n2

(3.10)

ve

m =

(
3α2 − 5

1 + α2

)
, k =

(
σbα

1 + α2

)
(3.11)

olmak üzere

λ2 + Aλ+Be−λτ + Cλe−λτ +D = 0 (3.12)

denklemi elde edilir. Karakteristik denklem gecikme terimi nedeni ile üstel bir

polinom oldu§u için, λ(τ) özde§erlerini veren genel bir formül belirlemek mümkün

de§ildir.
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Sonuç 3.1.1 L (τ) operatörünün sonsuz çoklukta özde§eri vard�r.

Ln (τ) operatörünün karakteristik denklemi olan (3.12), üstel bir polinom oldu§u

için ∀n > 0 için denklem sonsuz çoklukta köke sahiptir. Lemma 2.4.1'den L (τ)

operatörünün sonsuz çoklukta özde§eri vard�r.

�imdi de, (3.1) sisteminde hangi durumlarda Hopf çatallanman�n var oldu§una

bakal�m.

Teorem 3.1.1 Sistem (3.1)'in (u∗, v∗) denge noktas�nda, çatallanma parametresi

olan τ , kritik τn de§erlerinden geçerken a³a§�da verilen ko³ullardan birinin

sa§lanmas� durumunda, sistem (3.1)'de τ = τn çatallanma de§erinde Hopf

çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar.

Xn = (A2 − C2 − 2D), Yn = (D2 −B2) ve X2
n − 4Yn > 0 olmak üzere:

1. Xn = 0 ve Yn < 0 iken,

2. Xn > 0 ve Yn < 0 ve (d1)
2 > (d2)

2 iken,

3. Xn < 0 ve Yn = 0 iken,

4. Xn < 0 ve Yn < 0 iken,

5. Xn < 0 ve Yn > 0 ve

(a) X2
n − (2 + 2

√
5)Yn > 0 iken,

(b) XnB
2C2 +B4C4 + Yn < 0 iken.

�spat 2 Sistem (3.1)'de Hopf çatallanman�n ortaya ç�kmas� için en az bir τ = τn

de§erinin olmas� gereklidir ve τn'in bir I kom³ulu§unda, τ ∈ I için lineer operatör

L(τ)'nun τ 'ya göre sürekli türevlenebilen tek katl� kompleks e³lenik özde§erleri

λ1,2(τ) = α(τ)± iω(τ) vard�r ve bu özde§erler a³a§�daki ko³ullar� sa§larlar:
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1. α(τn) = 0,

2. ω(τn) = ωn > 0,

3.
(
dα
dτ

∣∣
τ=τn

)
6= 0,

4. L(τ)'nun λ1,2 haricinde geriye kalan tüm özde§erlerinin reel k�s�mlar�

s�f�rdan fakl�d�r.

(3.12) karakteristik denklemi üstel bir polinom oldu§u için var olan sonsuz

çokluktaki köklerinin herbirini bulmak mümkün de§ildir. Bu nedenle bu polinomun

yukar�daki ³artlar� sa§layacak sanal bir özde§erinin olup olmad�§�n� belirlemek

için λ = iωn, ωn > 0 (3.12)'de yerine konur ise

−ω2
n +Aiωn +B (cosωnτ − i sinωnτ) + Ciωn (cosωnτ − i sinωnτ) +D = 0 (3.13)

denklemi elde edilir. (3.13)'ün reel ve sanal k�s�mlar� ayr� ayr� s�f�ra e³itlenirse

−ω2
n +B cosωnτ + Cωn sinωnτ +D = 0 (3.14)

Aωn −B sinωnτ + Cωn cosωnτ = 0 (3.15)

denklemlerine ula³�l�r. Trigonometrik terimlerden kurtulmak için her iki taraf�n

karesi al�n�r ve taraf tarafa toplan�r ise

ω4
n + (A2 − C2 − 2D)ω2

n +D2 −B2 = 0 (3.16)

denklemi elde edilir.

Burada, Xn = (A2−C2−2D) ve Yn = (D2 −B2) olmak üzere, (3.16)'n�n kökleri

ω2
n =
−Xn ±

√
X2
n − 4Yn

2
n = 0, 1, 2... (3.17)

formundad�r.

Sayfa 36'de verilen ³artlardan (2)'nin sa§lanmas� için (3.17) denkleminden

hangi durumlarda pozitif bir ωn kökünün elde edilece§inin tespit edilmesi gerekir.

Öncelikle tüm ihtimalleri de§erlendirerek kaç farkl� ³ekilde kök bulabilece§imize

bakal�m.
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1. E§er X2
n − 4Yn < 0 ise ω2

n ∈ C'dir. Bu durumda reel kök mevcut de§ildir.

2. E§er X2
n − 4Yn = 0 ise ω2

n = (−Xn)
2

'dir. Bu durumda

(a) Xn > 0 iken ωn1,2 ∈ C'dir. Sonuç olarak, reel kök mevcut de§ildir.

(b) Xn = 0 iken ωn1,2 = 0'd�r. O halde, pozitif reel kök mevcut de§ildir.

(c) Xn < 0 olmas� halinde ise tek bir pozitif reel kök vard�r ve bu kök

ωn =
√

(−Xn)
2

ile verilir.

3. E§er X2
n − 4Yn > 0 ise

(a) Xn = 0 ve Yn < 0 iken tek bir pozitif reel kök vard�r ve ωn = 4
√
Yn ile

verilir.

(b) Xn > 0 ve Yn > 0 iken Xn >
√
X2
n − 4Yn olaca§� için ω2

n < 0'd�r. Bu

durumda, reel kök mevcut de§ildir.

(c) Xn > 0 ve Yn = 0 iken ω2
n =

−Xn±
√
X2
n

2
olaca§� için ω2

n = −Xn veya

ω2
n = 0'd�r. Sonuç olarak, pozitif reel kök yoktur.

(d) Xn > 0 ve Yn < 0 iken tek bir pozitif reel kök vard�r ve bu kök

ωn =

√
−Xn+

√
X2
n−4Yn

2
ile verilir.

(e) Xn < 0 ve Yn < 0 iken tek bir pozitif reel kök vard�r ve bu kök

ωn =

√
−Xn+

√
X2
n−4Yn

2
ile verilir.

(f) Xn < 0 ve Yn = 0 iken ω2
n =

−Xn±
√
X2
n

2
olaca§� için ω2

n = −Xn veya

ω2
n = 0'd�r. Dolay�s�yla tek bir pozitif reel kök vard�r ve ωn =

√
−Xn

ile verilir.

(g) Xn < 0 and Yn > 0 oldu§unda ise iki farkl� pozitif reel kök vard�r ve

bu kökler ωn1 =

√
−Xn+

√
X2
n−4Yn

2
ve ωn2 =

√
−Xn−

√
X2
n−4Yn

2
formülleri

ile verilir.

Sonuç olarak 2c, 3a, 3d, 3e ve 3f durumlar�nda tek bir pozitif reel kök mevcutken

3g durumunda iki farkl� pozitif reel kök mevcuttur. Bu durumlarda sayfa 36'de

verilen ³artlardan (1) ve (2) sa§lan�r.
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�imdi, λ = iωn, ωn > 0 pozitif reel köklerin herbiri için Hopf çatallanman�n

gerçekle³me ihtimali olan parametre de§erleri, yani τn'leri bulal�m. Öncelikle,

(3.14)'ten cosωnτn çekilir

cosωnτn =
ω2
n − Cωn sinωnτn −D

B
(3.18)

ve (3.15)'te yerine yaz�l�r ise

Aωn −B sinωnτn + Cωn
(ω2

n − Cωn sinωnτn −D)

B
= 0 (3.19)

denklemine ula³�l�r ve buradan sinωnτn ise

sinωnτn =
Cω3

n + (AB − CD)ωn
B2 + C2ω2

n

(3.20)

olarak elde edilir. sinωnτn (3.18)'de yerine yaz�l�rsa cosωnτn

cosωnτn =
(B − AC)ω2

n −BD
B2 + C2ω2

n

(3.21)

olarak bulunur. Buradan

tanωnτn =
Cω3

n + (AB − CD)ωn
(B − AC)ω2

n −BD
(3.22)

olarak elde edilir. Sonuç olarak

τn,k =
1

ωn
arctan

(
Cω3

n + (AB − CD)ωn
(B − AC)ω2

n −BD

)
+
kπ

ωn
, n, k = 0, 1, 2... (3.23)

elde edilir. Bu tezde k = 0 durumu ele al�nacakt�r, o nedenle tezin tamam�nda

τn,0 = τn olarak gösterilecektir. Bu ³ekilde yap�lan analiz ∀k > 0 için

geni³letilebilir.

(3.23)'te görüldü§ü üzere 2c, 3a, 3d, 3e ve 3g durumunlar�nda ωn'ler tek oldu§u

için çatallanman�n gerçekle³me ihtimalinin oldu§u çatallanma de§erleri τ = τn'ler

de ∀n için tektir. Bu τn çatallanma de§erlerinde ∀n için karakteristik denklem

(3.12)'nin tek bir tam sanal kökü vard�r, o da sayfa 36'de verilen ωn'dir. Bu

durumda (3.12)'nin di§er köklerinin reel k�s�mlar�n�n τ = τn'deki de§eri s�f�rdan

farkl�d�r. Sonuç olarak sayfa 36'de verilen (4) ³art� da sa§lan�r.
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�imdi geriye kalan son ³art�m�z�, sayfa 36'deki 3'ü kontrol edelim. Karakteristik

denkemin τ 'ya göre türevi al�n�rsa

dλ

dτ
=

Bλ+ Cλ2

2λeλτ + Aeλτ −Bτ + C − Cλτ
(3.24)

denklemi elde edilir. Bu denklemde τ yerine τn yaz�ld�§�nda

dλ

dτ

∣∣∣∣
τ=τn

=
Biωn + C (iωn)2

2iωneiωnτn + Aeiωnτn −Bτn + C − Ciωnτn
(3.25)

denklemi elde edilir. Amac�m�z bu türevin reel k�sm�n�n τ = τn'deki de§erinin

s�f�rdan farkl� oldu§unu göstermektir.

Lemma 3.1.1 dλ
dτ

= a+ib
c+id

s�f�rdan farkl� bir kompleks say� olmak üzere

Re
(
dλ
dτ

)
6= 0 olmas� için gerek ve yeter ko³ul Re

(
dλ
dτ

)−1 6= 0 olmas�d�r.

�spat 3 =⇒ Re
(
dλ
dτ

)
6= 0 olsun.

dλ

dτ
=
a+ ib

c+ id
=

(a+ ib) (c− id)

(c+ id) (c− id)
=

(ac+ bd) + i (bc− ad)

c2 + d2

ifadesinden

Re

(
dλ

dτ

)
=

(ac+ bd)

c2 + d2
6= 0 =⇒ (ac+ bd) 6= 0

dir. �imdi Re
(
dλ
dτ

)−1
(
dλ

dτ

)−1
=
c+ id

a+ ib
=

(c+ id) (a− ib)
(a+ ib) (a− ib)

=
(ac+ bd) + i (bc− ad)

a2 + b2

olup, buradan ise

Re

(
dλ

dτ

)−1
=

(ac+ bd)

a2 + b2
ve (ac+ bd) 6= 0 =⇒

(
dλ

dτ

)−1
6= 0

olarak elde edilir.

⇐= Benzer ³ekilde gösterilir.2

�³lem kolayl�§� aç�s�ndan Lemma 3.1.1'den dolay� Re
(
dλ
dτ

)
yerine Re

(
dλ
dτ

)−1
'i

incelememiz yeterli olacakt�r.
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�imdi (3.25)'ten
(
dλ
dτ

)−1
'i bulal�m.(

dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

=
[(A cosωnτn − 2ωn sinωnτn −Bτn + C)] (−Cω2

n − iBωn)

(−Cωn)2 + iBωn)
(
−C (ωn)2 − iBωn

)
+

[i (2ωn cosωnτn + A sinωnτnCωnτn)]
(
−C (ωn)2 − iBωn

)(
−C (ωn)2 + iBωn

)
(−Cω2

n − iBωn)

elde edilir. Yukar�daki ifadenin reel k�sm�ndan Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

ifadesi

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

=
(C4 + 2DC2 − AC2 + 2B2)ω2

n(
B2 + C2 (ωn)2

) (3.26)

+
2C2 (B2 −D2) +B2 (A2 − C2 − 2D)

(B2 + C2ω2
n)

olarak elde edilir. Sayfa 36'de incelenen her bir madde sonucu elde edilen

ωn'ler (3.26)'da yerine konur ve sayfa 36'de verilen ³artlardan (3)'ün sa§lan�p

sa§lanmad�§� kontrol edilir.

1. 2c Durumu: X2
n − 4Yn = 0 ve Xn < 0 olmas� durumunda tek bir pozitif

reel kök oldu§unu hat�rlayal�m. Bu kök,

ωn =

√
(−Xn)

2
=

√
− (A2 − C2 − 2D)

2
(3.27)

dir. (3.27), (3.26)'da yerine yaz�l�r ise

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

=

[(
C4 + 2DC2 −AC2 + 2B2

) (
−
(
A2 − C2 − 2D

))]
2 (B2 + C2ω2

n)

+

[
2C2

(
B2 −D2

)
+B2

(
A2 − C2 − 2D

)]
(B2 + C2ω2

n)
(3.28)

= 0

elde edilir. Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

= 0 oldu§u için teoremin hipotezlerinin tamam�

sa§lanamad�§�ndan dolay� bu ³art alt�nda sistem (3.2)'de τ = τn iken Hopf

çatallanma olu³maz.

2. 3a Durumu: X2
n− 4Yn > 0 ve Xn = 0 ve Yn < 0 oldu§u durumda yine tek

bir pozitif reel kök vard�r ve bu kök

ω2
n =

√
−Yn =

√
B2 −D2 (3.29)
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dir. (3.29), (3.26)'da yerine yaz�l�r ve X2
n − 4Yn = 0 oldu§u gözönüne

al�n�rsa

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

=

[
2B2
√
B2 −D2 + 2C2 (B2 −D2)

](
B2 + C2

√
B2 −D2

) (3.30)

e³itli§i elde edilir. Yn < 0 oldu§u için Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

> 0'd�r ve sonuç

olarak sistem (3.2)'de τ = τn iken Hopf çatallanma olu³ur ve reel de§erli

periyodik çözümler ortaya ç�kar.

3. 3d Durumu: X2
n − 4Yn > 0 ve Xn > 0 ve Yn < 0 iken tek bir pozitif reel

kök vard�r. Bu kök

ωn =

√
−X +

√
X2 − 4Y

2
(3.31)

=

√√√√− (A2 − C2 − 2D) +
√

(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (B2 −D2)

2

ile verilir. Burada (3.31)'i, (3.26)'da yerine yazmak i³lem kalabal�§�na

neden olaca§� için daha basit bir analiz yapaca§�z.

(3.26)'dan Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

ifadesi

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

=
(C4 + 2DC2 − AC2 + 2B2) (ωn)2

(B2 + C2ω2
n)

+
2C2 (D2 −B2) +B2 (A2 − C2 − 2D)

(B2 + C2ω2
n)

(3.32)

olarak elde edilir. Burada

Y = D2 −B2 < 0 =⇒
(
B2 −D2

)
> 0 =⇒ 2C2

(
B2 −D2

)
> 0

X =
(
A2 − C2 − 2D

)
> 0 ve ω2

n > 0

olup, e§er (C4 + 2DC2 − AC2 + 2B2) > 0 olursa Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

> 0

olacakt�r.

Di§er taraftan, (3.10)'dan(
C4 + 2DC2 −AC2 + 2B2

)
= k4 + (20 + 2m) k2d1n

2 (3.33)

+
(
50−m2

)
k2 +

(
(d1)

2 − (d2)
2
)
k2n4
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ve (3.11)'den ise

(
50−m2

)
= 50− (3α2 − 5)

2

(1 + α2)2

=
25 + 80α2 + 41α4

(1 + α2)2
> 0 (3.34)

elde edilir. Bu durumda (3.33) ve (3.34) kullan�larak

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

> 0⇐⇒ (d1)
2 > (d2)

2 (3.35)

sonucuna ula³�l�r. O halde, (d1)
2 > (d2)

2 ise Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

> 0'd�r ve

sistem (3.2)'de τ = τn iken Hopf çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik

çözümler ortaya ç�kar.

4. 3e Durumu: X2
n − 4Yn > 0 ve Xn < 0 ve Yn < 0 iken yine tek bir pozitif

reel kök vard�r ve bu kök

ωn =

√
−X +

√
X2 − 4Y

2
(3.36)

=

√√√√− (A2 − C2 − 2D) +
√

(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

2

ifadesi ile verilir. (3.36), (3.26)'de yerine yaz�l�r ise

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ

=
2C2 (D2 −B2) +B2 (A2 − C2 − 2D)(

B2 + C2

[
−(A2−C2−2D)+

√
(A2−C2−2D)2−4(D2−B2)

2

])

+

(C4 + 2DC2 − AC2 + 2B2)

[
−(A2−C2−2D)+

√
(A2−C2−2D)2−4(D2−B2)

2

]
(
B2 + C2

[
−(A2−C2−2D)+

√
(A2−C2−2D)2−4(D2−B2)

2

])
e³itli§i elde edilir. Burada Re

(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

ifadesinin paydas� pozitiftir, o ne-

denle Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

'�n i³aretini pay�n i³areti belirleyecektir. Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

'n�n
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pay�

C2

2

(
C2 − A2 + 2D

)2
+ 2C2

(
B2 −D2

)
+

[
C2

2

(
C2 − A2 + 2D

)
+B2

]√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

olup;

X =
(
A2 − C2 − 2D

)
< 0 =⇒

(
C2 − A2 + 2D

)
> 0

Y =
(
D2 −B2

)
< 0 =⇒

(
B2 −D2

)
oldu§u için Re

(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

> 0'd�r ve sistem (3.2)'de τ = τn iken Hopf

çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar.

5. 3f Durumu: X2
n − 4Yn > 0 ve Xn < 0 ve Yn = 0 iken tek bir pozitif reel

kök vard�r ve bu kök

ωn =
√
−X =

√
− (A2 − C2 − 2D) (3.37)

ile verilir. (3.37), (3.26)'da yerine yaz�l�r ise

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

=
C2 (C2 − A2 + 2D)

2
+B2 (C2 − A2 + 2D)

(B2 + C2 [− (A2 − C2 − 2D)])

elde edilir. Burada X = (A2 − C2 − 2D) < 0 oldu§u için (C2 − A2 + 2D) >

0'd�r. Dolay�s�yla Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

> 0'd�r ve sistem (3.2)'de τ = τn iken

Hopf çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar.

6. 3g Durumu: X2
n − 4Yn > 0 ve Xn < 0 ve Yn > 0 iken ise iki farkl� pozitif

reel kök vard�r. Bu kökler

ωn1 =

√
−X +

√
X2 − 4Y

2

=

√√√√− (A2 − C2 − 2D) +
√

(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

2

ωn2 =

√
−X −

√
X2 − 4Y

2
(3.38)

=

√√√√− (A2 − C2 − 2D)−
√

(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

2
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ifadeleri ile verilir. Öncelikle (3.38), (3.26)'da yerine yaz�l�r ise

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

=
C2
(
C2 −A2 + 2D

)2(
2B2 + C2

[
− (A2 − C2 − 2D) +

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

])

+
2B2

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)(

2B2 + C2

[
− (A2 − C2 − 2D) +

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

])

+
C2
(
C2 −A2 + 2D

)√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)(

2B2 + C2

[
− (A2 − C2 − 2D) +

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

])
−

4C2
(
D2 −B2

)(
2B2 + C2

[
− (A2 − C2 − 2D) +

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

])

olup, Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

' in paydas� ve pay�ndaki di§er terimler pozitif oldu§u

için

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

> 0

olmas� için gerek ve yeter ko³ul(
C2 − A2 + 2D

)√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (B2 −D2)− 4

(
D2 −B2

)
> 0

olmas�d�r. Bu ifadenin ne zaman pozitif olaca§�na bakal�m:(
C2 − A2 + 2D

)√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)− 4

(
D2 −B2

)
> 0

m((
C2 − A2 + 2D

)√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

)2

>
(
4
(
D2 −B2

))2
m((

C2 − A2 + 2D
)2 − 2

(
D2 −B2

))2
> 20

(
D2 −B2

)2
m(

C2 − A2 + 2D
)2 − (2 + 2

√
5
) (
D2 −B2

)
> 0.
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Bu durumda, Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

> 0 olmas� için gerek ve yeter ko³ul(
C2 − A2 + 2D

)2 − (2 + 2
√

5
) (
D2 −B2

)
> 0

olmas�d�r. Sonuç olarak (C2 − A2 + 2D)
2 −

(
2 + 2

√
5
)

(D2 −B2) > 0 ise

sistem (3.2)'de τ = τn iken Hopf çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik

çözümler ortaya ç�kar.

�imdi di§er kök için inceleme yapal�m. (3.38), (3.26)'da yerine yaz�l�r ise

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

=
C2 (C2 − A2 + 2D)

2
+ 2B2

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

2

(
B2 + C2

[
−(A2−C2−2D)−

√
(A2−C2−2D)2−4(D2−B2)

2

])

+

C2

(
(C2 − A2 + 2D)

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

)
2

(
B2 + C2

[
−(A2−C2−2D)−

√
(A2−C2−2D)2−4(D2−B2)

2

])
− 4C2 (D2 −B2)

2

(
B2 + C2

[
−(A2−C2−2D)−

√
(A2−C2−2D)2−4(D2−B2)

2

])
elde edilir. Burada Re

(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

ifadesinin paydas� ve pay�ndaki di§er

terimler pozitif oldu§u için

Re

(
dλ

dτ

)−1∣∣∣∣∣
τ=τn

> 0

olmas� için gerek ve yeter ko³ul (C2 − A2 + 2D)
2 − (C2 − A2 + 2D)

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

−2B2C2

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)− 4 (D2 −B2)

 > 0

olmas�d�r. Bu ifadenin ne zaman pozitif olaca§�na bakal�m: (C2 − A2 + 2D)
2 − (C2 − A2 + 2D)

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)

−2B2C2

√
(A2 − C2 − 2D)2 − 4 (D2 −B2)− 4 (D2 −B2)

 > 0

m(
C2 − A2 + 2D

)2 − 4
(
D2 −B2

)
>
[(
C2 − A2 + 2D

)
− 2B2C2

]2
m(

C2 − A2 + 2D
)
B2C2 −B4C4 −

(
D2 −B2

)
> 0.
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Bu durumda, Re
(
dλ
dτ

)−1∣∣∣
τ=τn

> 0 olmas� için gerek ve yeter ko³ul

(
C2 − A2 + 2D

)
B2C2 −B4C4 −

(
D2 −B2

)
> 0

olmas�d�r. Sonuç olarak (C2 − A2 + 2D)B2C2−B4C4−(D2 −B2) > 0 ise sistem

(3.2)'de τ = τn iken Hopf çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik çözümler

ortaya ç�kar. Bu ise ispat� tamamlar.2

Bu teorem, (3.1) sisteminde hangi ³artlarda Hopf çatallanman�n var oldu§unu

ifade etmektedir. �imdi bu durumlarda meydana gelen Hopf çatallanman�n

yönünü ve olu³an periyodik çözümlerin kararl�l�k analizini yapal�m.

Denge noktas� orijin olan sistem
∂u(x,t)
∂t

= d1
∂2u(x,t)
x2

+
(

3α2−5
1+α2

)
u(x, t) +

( −4α
1+α2

)
v(x, t− τ) + f(u, v, τ)

∂v(x,t)
∂t

= d2
∂2v(x,t)
x2

+
(

2σbα2

1+α2

)
u(x, t) +

(−σbα
1+α2

)
v(x, t− τ) + g(u, v, τ)

(3.39)

olup, denklemlerdeki f ve g fonksiyonlar� ise f(u, v, τ) =
4α(3−α2)
(1+α2)2

u(x, t)2 +
4(α2−1)
(1+α2)2

u(x, t)v(x, t− τ) + YMT

g(u, v, τ) = σb
4 f(u, v, τ)

(3.40)

olarak tan�ml�d�rlar.

D =

(
d1 0

0 d2

)
, J(τ) =

 (
3α2−5
1+α2

) (
− 4α

1+α2

)(
2σbα2

1+α2

) (
− σbα

1+α2

)
 , F =

(
f

g

)

ve Ln(τ) = (−n2D + J(τ)) olmak üzere sistem (3.39) a³a§�dakidaki ³ekilde ifade

edilebilir:

∂

∂t

(
u(x, t)

v(x, t)

)
= Ln(τ)

(
u(x, t)

v(x, t− τ)

)
+ F

(
u(x, t)

v(x, t− τ)

)
. (3.41)

Gecikme terimini skale etmek ve çatallanma de§erini 0'a ta³�mak için t = τs

ve µ = τ − τn de§i³ken de§i³tirmeleri yap�larak sistem (3.41)'ye denk a³a§�daki

sistem elde edilir:

∂

∂s

(
u(x, s)

v(x, s)

)
= (τn + µ)

(
Ln(τ)

(
u(x, s)

v(x, s− 1)

)
+ F

(
u(x, s)

v(x, s− 1)

))
. (3.42)
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Buradan sonra hesaplamalar� daha kolay takip edebilmek için s = t ve Ln(τ) = Ln

alarak devam edece§iz.

φ(θ) =

(
φ1(θ)

φ2(θ)

)
∈ C1 [−1, 0], Lnµ : C1 [−1, 0] → R2 ve f, g : C1 [−1, 0] → R

olsun. Lnµ operatörünü, f ve g fonksiyonlar�n� s�ras�yla,

Lnµ (φ(θ)) = (τn + µ)

([
3α2−5
1+α2 − d1n2 0

2σbα2

1+α2 0

](
φ1(0)

φ2(0)

))
(3.43)

+(τn + µ)

([
0 −4α

1+α2

0 −σbα
1+α2 − d2n2

](
φ1(−1)

φ2(−1)

))

f(φ(θ)) =
4α (3− α2)

(1 + α2)2
φ1(0)2 +

4 (α2 − 1)

(1 + α2)2
φ1(0)φ2(−1) + YMT (3.44)

g(φ(θ)) =
σb

4
f(φ(θ))

³eklinde tan�mlayal�m.

U(x, t) =

(
u(x, t)

v(x, t)

)
ve Ut = U(x, t+θ), θ ∈ [−1, 0] olarak al�n�rsa sistem (3.41)

a³a§�daki gibi yaz�l�r:

∂U

∂t
= LnµUt + F (U, µ) (3.45)

Sistem (3.45)'da U(x, t) ve Ut = U(x, t + θ) olmak üzere iki farkl� bilinmeyeni

vard�r. Bilinmeyen say�s�n� ikiden bire dü³ürmek için baz� operatörler tan�mla-

mam�z gerekmektedir.

Riesz Temsil teoreminden, matris de§erli η(·, µ) fonksiyonu a³a§�daki gibi tan�m-

lanabilir:

η(·, µ) : [−1, 0]→ R2 ve φ ∈ C1 [−1, 0]

Lnµ (φ(θ)) =

∫ 0

−1
dη(θ, µ)φ(θ). (3.46)
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δ (θ) dirac delta fonksiyonu olmak üzere dη(θ, µ) ise a³a§�daki gibi seçilebilir:

dη(θ, µ) = (τn + µ)

([
3α2−5
1+α2 − d1n2 0

2σbα2

1+α2 0

]
δ (θ)

)
(3.47)

+(τn + µ)

([
0 −4α

1+α2

0 −σbα
1+α2 − d2n2

]
δ (θ + 1)

)
dθ.

Bu seçimler alt�nda, A(µ)φ ve R(µ)φ operatörleri s�ras�yla a³a§�daki gibi tan�m-

lan�r:

A(µ)φ =

{
dφ(θ)
dθ∫ 0

−1 dη(θ, µ)φ(θ) = Lnµ (φ)

, θ ∈ [−1, 0) ise

, θ = 0ise
(3.48)

ve

R(µ)φ =

{
0

F (θ)

, θ ∈ [−1, 0) ise

, θ = 0ise
(3.49)

ve iki bilinmeyenli sistem (3.45) tek bilinmeyenli a³a§�daki sisteme dönü³türülür:

∂Ut
∂t

= A(µ)Ut +R(µ)Ut. (3.50)

Center manifold koordinatlar�n� olu³turabilmemiz için ihtiyac�m�z olan iççarp�m�

³u ³ekilde tan�mlayal�m: ψ, φ ∈ C [−1, 0] olmak üzere

< ψ, φ >=
−
ψ(0) · φ(0)−

∫ 0

θ=−r

∫ θ

ξ=0

−
ψ
T

(ξ − θ)dη(θ, µ)φ(ξ)dξ. (3.51)

q (θ), A(0) operatörünün λ(0) = iωn özde§erine kar³�l�k gelen; q∗ (s), A∗(0)

operatörünün
−
λ(0) = −iωn özde§erine kar³�l�k gelen ve a³a§�daki özellikleri

sa§layan özvektörler olsunlar:

< q∗ (s) , q (θ) >= 1ve < q∗ (s) ,
−
q (θ) >= 0. (3.52)

Bu durumda,

A(0)q (θ) = iωnq (θ) (3.53)

A∗(0)q (s) = −iωnq∗ (s) (3.54)

e³itlikleri sa§lan�r. Burada A∗(µ), A(µ) operatörünün adjointidir ve

A∗(µ)φ =

{
−dφ(s)

ds∫ 0

−1 dη
T (s, µ)φ(−s)

s ∈ [−1, 0)

s = 0
(3.55)
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olarak tan�mlan�r. �imdi öncelikle q (θ) özvektörünü (3.53)'de verilen A(0)q (θ) =

iωnq (θ) e³itli§ini kullanarak bulal�m.

Durum 1: E§er θ ∈ [−1, 0) ise (3.48)'den

A(0)q (θ) =
dq(θ)

dθ
= iωnq (θ) (3.56)

olup, bu diferensiyel denklemin çözülmesi ile q (θ) =
(
1
c

)
eiωnθ olarak elde edilir.

�imdi, c sabitini bulal�m.

Durum 2: E§er θ = 0 ise (3.48)'den

A(0)q (θ) =

∫ 0

−1
dη(θ, µ)q(θ)

= τn

∫ 0

−1

[
m− d1n2 0

f 0

]
δ (θ) q(θ)dθ

+τn

∫ 0

−1

[
0 g

0 −k − d2n2

]
δ (θ + 1) q(θ)dθ

= τn

[
m− d1n2 0

f 0

]∫ 0

−1
δ (θ) q(θ)dθ

+τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]∫ 0

−1
δ (θ + 1) q(θ)dθ (3.57)

= τn

[
m− d1n2 0

f 0

]
q(0) + τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]
q(−1)

= τn

[
m− d1n2 0

f 0

](
1

c

)
+ τn

[
0 g

0 −k − d2n2

](
1

c

)
e−iωn

=

[
τn (m− d1n2) + τnge

−iωnc

τnf + τn (−k − d2n2) e−iωnc

]

= iωnq (0) = iωn

(
1

c

)
eiωn0 =

(
iωn
iωnc

)
d�r. Buradan c çekilirse

c =

(
iωn − τn (m− d1n2)

τnge−iωn

)
(3.58)

ifadesi elde edilir. Bu ³ekilde q (θ) =
(
1
c

)
eiωnθ bulunur.
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�imdi de q∗ (s) özvektörünü verilen A(0)q∗ (s) = −iωnq∗ (s) e³itli§ini kullanarak

bulal�m.

Durum 1: E§er θ ∈ [−1, 0) ise (3.55)'den

A∗(0)q∗ (s) = −dq
∗(s)

ds
= −iωnq∗ (s) (3.59)

ifadesine ula³�l�r. Bu diferensiyel denklemin çözülmesi ile özvektör q∗ (s) =

E
(
c∗

1

)
eiωns olarak elde edilir. �imdi, c∗ sabitini bulal�m.

Durum 2: E§er θ = 0 ise (3.55)'den

A∗(0)q∗ (s) =

∫ 0

−1
dηT (s, µ)φ(−s)

= τn

∫ 0

−1

[
m− d1n2 f

0 0

]
δ (s) q∗(−s)ds

+τn

∫ 0

−1

[
0 0

g −k − d2n2

]
δ (s+ 1) q∗(−s)ds

= τn

[
m− d1n2 f

0 0

]∫ 0

−1
δ (s) q∗(−s)ds

+τn

[
0 0

g −k − d2n2

]∫ 0

−1
δ (s+ 1) q∗(−s)ds (3.60)

= τn

[
m− d1n2 f

0 0

]
q∗(0) + τn

[
0 0

g −k − d2n2

]
q∗(1)

= τn

[
m− d1n2 f

0 0

]
E

(
c∗

1

)
+ τn

[
0 0

g −k − d2n2

]
E

(
c∗

1

)
eiωn

= E

[
τn(m− d1n2)c∗ + τnf

τne
iωngc∗ + τne

iωn(−k − d2n2)

]

= −iωnq∗ (0) = −iωnE
(
c∗

1

)
= E

(
−iωnc∗

−iωn

)
olup, buradan c∗ çekilirse

c∗ =

(
−τnf

τn(m− d1n2) + iωn

)
(3.61)

olarak hesaplan�r. Bu ³ekilde q∗ (s) = E
(
c∗

1

)
eiωns özvektörü bulunur.
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Bulunan bu özvektörlerin (3.52)'de verilen özellikleri sa§lamalar� gerekir. λ(µ) ba-

sit bir özde§er oldu§u için < q∗ (s) ,
−
q (θ) >= 0'd�r [14]. �imdi < q∗ (s) , q (θ) >= 1

özelli§ini sa§layacak E 'yi bulal�m.

< q∗ (s) , q (θ) >=
−
q∗(0) · q(0)−

∫ 0

θ=−r

∫ θ

ξ=0

−
q∗
T

(ξ − θ)dη(θ, µ)q(ξ)dξ

=
−
E
( −
c∗ 1

)( 1

c

)
−
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

−
E
( −
c∗ 1

)
e−iωn(ξ−θ)dη(θ, 0)

(
1

c

)
eiωnξdξ

=
−
E

(
−
c∗ + c

)
−
∫ 0

−1

−
E
( −
c∗ 1

)
eiωnθdη(θ, 0)

∫ θ

ξ=0

e−iωnξ+iωnξ

(
1

c

)
dξ (3.62)

=
−
E

(
−
c∗ + c

)
−
∫ 0

−1

−
E
( −
c∗ 1

)
eiωnθdη(θ, 0)θ

(
1

c

)

=
−
E

(
−
c∗ + c

)
−
−
E
( −
c∗ 1

)(∫ 0

−1
dη(θ, 0)eiωnθθ

)(
1

c

)
.

Öncelikle, yukar�daki ifadede yer alan integrali hesaplayal�m:(∫ 0

−1
dη(θ, 0)eiωnθθ

)
=

∫ 0

−1
τn

[
m− d1n2 0

f 0

]
δ (θ) eiωnθθdθ

+

∫ 0

−1
τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]
δ (θ + 1) eiωnθθdθ

= τn

[
m− d1n2 0

f 0

]∫ 0

−1
δ (θ) eiωnθθdθ (3.63)

+τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]∫ 0

−1
δ (θ + 1) eiωnθθdθ

= τn

[
m− d1n2 0

f 0

]
e00 + τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]
e−iωn(−1)

=

[
0 −τnge−iωn

0 τn(k + d2n
2)e−iωn

]
.
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Elde etti§imiz bu sonucu (3.62)'te yerine koyal�m:

< q∗ (s) , q (θ) >=
−
E

(−
c∗ + c

)
−
−
E
( −
c∗ 1

)[ 0 −τnge−iωn

0 τn(k + d2n
2)e−iωn

](
1

c

)

=
−
E

(−
c∗ + c

)
−
−
E
( −
c∗ 1

)( −τnge−iωnc
τn(k + d2n

2)e−iωnc

)

=
−
E

(−
c∗ + c

)
−
−
E

(
−τnge−iωnc

−
c∗ + τn(k + d2n

2)e−iωnc

)
(3.64)

=
−
E

(−
c∗ + c+ τnge

−iωnc
−
c∗ − τn(k + d2n

2)e−iωnc

)
= 1.

Buradan
−
E a³a§�daki ifadeye e³it ç�kar:

−
E =

1(
−
c∗ + c+ τnge−iωnc

−
c∗ − τn(k + d2n2)e−iωnc

) . (3.65)

�imdi, bu özvektörlerin yard�m� ile center manifold koordinatlar�n� tan�mlayabil-

iriz.

X, Lnµ operatörünün tan�m kümesi olsun. XC :=
{
zq +

−
z
−
q
∣∣∣ z ∈ C

}
, XS :=

{w ∈ X| < q∗, w >= 0} olmak üzere X bu iki kümenin direk toplam� olarak

yazilabilir, yani her U =

(
u

v

)
∈ X için z ∈ C ve w =

(
w1

w2

)
∈ Xs vard�r

öyle ki

U =

(
u

v

)
= zq +

−
z
−
q +

(
w1

w2

)
(3.66)

dir. Sistem (3.45), (z, w) center manifold koordinatlar�nda µ = 0 iken

< q∗, F0 > =
−
q∗(0) · F0, H(z,

−
z, θ) = F0− < q∗, F0 > q− <

−
q∗, F0 >

−
q

F0 := F (zq +
−
z
−
q + w, 0) (3.67)

olmak üzere a³a§�daki sisteme dönü³ür:{
∂z
∂t

= iωnz+ < q∗, F0 >= iωnz + g(z,
−
z)

∂w
∂t

= A(0)w +H(z,
−
z, θ).

(3.68)
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Öncelikle, sayfa 46'de yer alan (3.40)'den

F0 = F (zq +
−
z
−
q + w, 0) = F (Ut, 0) (3.69)

=

 4α(3−α2)
(1+α2)2

ut(0)2 +
4(α2−1)
(1+α2)2

ut(0)vt(−1) + YMT

ασb(3−α2)
(1+α2)2

ut(0)2 +
σb(α2−1)
(1+α2)2

ut(0)vt(−1) + YMT


olarak elde edilir.

w'nin Taylor polinomuna aç�l�m�, w(z,
−
z) =

∑
1
i!j!
wij(z)i(

−
z)j ile ifade edilip

(3.66)'de yerine konarak ve a³a§�daki denklem elde edilir:

Ut(θ) = zq(θ) +
−
z
−
q(θ) + w20(θ)

z2

2
+ w11(θ)z

−
z + w02(θ)

(
−
z
)2

2
+ YMT. (3.70)

ut(0)'� elde etmek için denklem (3.70)'de θ = 0 al�n�r:

ut(0) = z +
−
z + w201(0)

z2

2
+ w111(0)z

−
z + w021(0)

(
−
z
)2

2
+ YMT.

vt(−1)'i elde etmek için denklem (3.70)'de θ = −1 al�n�r:

vt(−1) = z +
−
z + w202(−1)

z2

2
+ w112(−1)z

−
z + w022(−1)

(
−
z
)2

2
+ YMT.

Elde edilen ut(0) ve vt(−1) ifadeleri (3.69)'te yerine yaz�l�rsa

F0 = F (zq +
−
z
−
q + w, 0)

=

(
F01

F02

) K20z
2 +K11z

−
z +K02

(
−
z
)2

+K21z
2−z

σb
4

(
K20z

2 +K11z
−
z +K02

(
−
z
)2

+K21z
2−z

)
 (3.71)

olarak elde edilir. Yukar�daki ifadede

K20 = p+ rce−iωn , K02 = p+ r
−
ceiωn , K11 = 2p+ r

−
ceiωn + rce−iωn

K21 = 2pw111(0) + pw201(0) + 2rw112(−1) + rw202(−1) (3.72)

+r
−
ceiωnw201(0) + 2rce−iωnw111(0)

ve

p =
4α (3− α2)

(1 + α2)2
, r =

4 (α2 − 1)

(1 + α2)2
(3.73)
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dir. (3.68)'dan g(z,
−
z) =

−
q∗(0) · F0(z,

−
z) =

∑
1
i!j!
gij(z)i(

−
z)j oldu§u için, F01 , F0'�n

birinci sat�r�n� göstermek üzere∑ 1

i!j!
gij(z)i(

−
z)j =

−
q∗(0) · F0(z,

−
z)

=
−
E
[ −
c∗ 1

] [ F01

σb
4
F01

]
(3.74)

=
−
E
−
c∗F01 +

−
E
σb

4
F01 .

e³itli§i elde edilir. Çatallanman�n yönünü tespit edebilmek için a³a§�da verilen

Lyapunov katsay�s�n�n reel k�sm�n�n i³aretini bulmam�z gerekir:

c1(τn) =
i

2ωn

(
g20g11 − 2 |g11|2 −

1

3
|g02|2

)
+
g21
2

(3.75)

(3.74)'ten ise  g20 = 2
−
E(

−
c∗+ σb

4
)K20, g11 =

−
E(

−
c∗+ σb

4
)K11

g02 = 2
−
E(

−
c∗+ σb

4
)K02, g21 =

−
E(

−
c∗+ σb

4
)K21

(3.76)

oldu§unu bilmekteyiz. g20, g11 ve g02 elimizdeki bilgilerle hesaplanabilirken g21'i

hesaplamak için w'nun Taylor polinom katsay�lar� olan w20 ve w11'in hesaplanmas�

gerekir. Elimizde
∂w
∂t

= A(0)w +H(z,
−
z, θ)

H(z,
−
z, θ) = F0− < q∗, F0 > q− <

−
q∗, F0 >

−
q

(3.77)

ve

∂w

∂t
=

∂w

∂z

∂z

∂t
+
∂w

∂
−
z

∂
−
z

∂t

w(z,
−
z, θ) =

∑ 1

i!j!
wij(θ)(z)i(

−
z)j (3.78)

H(z,
−
z, θ) =

1

i!j!
Hij(θ)(z)i(

−
z)j

e³itlikleri mevcut olup; (3.77), (3.78)'de yerine yaz�l�rsa

H20 = (2iωn − A)w20

H11 = (−A(0))w11 (3.79)

w02 =
−
w20
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elde edilir.

�imdi w20'� bulal�m. (3.77)'den H20 a³a§�daki ifadeye e³ittir:

H20(θ) = F0 − g20q(θ)−
−
g02
−
q(θ). (3.80)

Durum 1: E§er θ ∈ [−1, 0) ise, A(θ)'n�n tan�m�ndan dolay� (3.79) a³a§�daki

ifadeye dönü³ür

H20(θ) = 2iωnw20(θ)−
dw20(θ)

dθ
. (3.81)

(3.79) ve (3.81)'deki ifadelerden

dw20(θ)

dθ
− 2iωnw20(θ) = g20q(θ) +

−
g02
−
q(θ) (3.82)

diferensiyel denklemi elde edilir. (3.82) diferensiyel denkleminin integral çarpan�

metodu ile çözülmesi ile

w20(θ) = − 1

iωn
q(0)eiωnθg20 −

1

3iωn

−
q(0)e−iωnθ

−
g02 + Fe2iωnθ (3.83)

elde edilir. �imdi F 'yi bulal�m.

Durum 2: E§er θ = 0 ise, (3.80)'den

H20(0) = 2K20

(
1
σb
4

)
− g20q(0)− −g02

−
q(0) (3.84)

elde edilir. (3.79) ve (3.84) birlikte ³u sonucu verir:

A(0)w20(0) = 2iωnw20(0) + g20q(0) +
1

3

−
g02
−
q(0)− 2K20

(
1
σb
4

)
. (3.85)

A(0) operatörünün tan�m�ndan ve (3.83)'ten

A(0)w20(0) =

∫ 0

−1
dη(θ, 0)w20(θ)

=

∫ 0

−1
dη(θ, 0)

(
− 1

iωn
q(0)eiωnθg20 −

1

3iωn

−
q(0)e−iωnθ

−
g02 + Fe2iωnθ

)
= −g20q(0) +

1

3

−
g02
−
q(0) + F

∫ 0

−1
dη(θ, 0)e2iωnθ (3.86)
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elde edilir ve sonuç olarak (3.85) ve (3.86)'den

A(0)w20(0) = −g20q(0) +
1

3

−
g02
−
q(0) + F

∫ 0

−1
dη(θ, 0)e2iωnθ (3.87)

= 2iωnw20(0) + g20q(0) +
−
g02
−
q(0)− 2K20

(
1
σb
4

)

elde edilir.

Durum 1'de w20(θ) için (3.83) formülü elde edilmi³ti. Bu formülden elde edilen

w20(0), (3.87)'de yerine konursa

A(0)w20(0) = −g20q(0) +
1

3

−
g02
−
q(0) + F

∫ 0

−1
dη(θ, 0)e2iωnθ

= 2iωn

(
− 1

iωn
q(0)g20 −

1

3iωn

−
q(0)

−
g02 + F

)
+g20q(0) +

−
g02
−
q(0)− 2K20

(
1
σb
4

)

= −2g20q(0)− 2

3

−
g02
−
q(0) + 2iωnF + g20q(0) (3.88)

+
−
g02
−
q(0)− 2K20

(
1
σb
4

)

= −g20q(0) +
1

3

−
g02
−
q(0) + 2iωnF − 2K20

(
1
σb
4

)

olup bu ifadeden ise F 'yi elde edece§imiz a³a§�daki e³itli§e ula³�l�r:

F

(
2iωn −

∫ 0

−1
dη(θ, 0)e2iωnθ

)
= 2K20

(
1
σb
4

)
. (3.89)
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Öncelikle, son ifadedeki integrali hesaplayal�m:∫ 0

−1
dη(θ, 0)e2iωnθ =

∫ 0

−1
τn

[
m− d1n2 0

f 0

]
δ (θ) e2iωnθdθ

+

∫ 0

−1
τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]
δ (θ + 1) e2iωnθdθ

= τn

[
m− d1n2 0

f 0

]∫ 0

−1
δ (θ) e2iωnθdθ

+τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]∫ 0

−1
δ (θ + 1) e2iωnθdθ (3.90)

= τn

[
m− d1n2 0

f 0

]
+ τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]
e−2iωn

= τn

[
m− d1n2 ge−2iωn

f (−k − d2n2) e−2iωn

]
.

�ntegral (3.89)'da yerine yaz�l�rsa

F

(
2iωn − τn

[
m− d1n2 ge−2iωn

f (−k − d2n2) e−2iωn

])
= 2K20

(
1
σb
4

)

F

([
2iωn − τn (m− d1n2) τnge

−2iωn

τnf 2iωn + τn (k + d2n
2) e−2iωn

])
= 2K20

(
1
σb
4

)

e³itlikleri elde edilir ve sonuçta F a³a§�da verilen ifadeye e³ittir:

F =

([
2iωn − τn

(
m− d1n2

)
τnge

−2iωn

τnf 2iωn + τn
(
k + d2n

2
)
e−2iωn

])−1
2K20

(
1
σb
4

)
(3.91)

�imdi ayn� yöntemle w11'i hesaplayal�m. (3.77)'den H11 a³a§�daki ifadeye e³ittir:

H11(θ) = F0 − g11q(θ)−
−
g11
−
q(θ). (3.92)

Durum 1: E§er θ ∈ [−1, 0) ise, A(θ) operatörünün tan�m�ndan dolay� e³itlik

(3.79) a³a§�daki ifadeye dönü³ür:

H11(θ) = −dw11(θ)

dθ
. (3.93)
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(3.79) ve (3.93)'ten
dw11(θ)

dθ
= g11q(θ) +

−
g11
−
q(θ) (3.94)

elde edilir. Bu diferensiyel denklem çözülerek

w11(θ) =
1

iωn
q(0)eiωnθg11 −

1

iωn

−
q(0)e−iωnθ

−
g11 +G (3.95)

ifadesi elde edilir.

Durum 2: E§er θ = 0 ise, (3.92)'den

H11(0) = g11q(0) +
−
g11
−
q(0)−K11

(
1
σb
4

)
(3.96)

elde edilir. (3.79) ve (3.93)'ten ise

A(0)w11(0) = g11q(0) +
−
g11
−
q(0)−K11

(
1
σb
4

)
(3.97)

e³itli§i elde edilir.

A(0) operatörünün tan�m�ndan

A(0)w11(0) =

∫ 0

−1
dη(θ, 0)w11(θ)

=

∫ 0

−1
dη(θ, 0)

(
1

iωn
q(0)eiωnθg11 −

1

iωn

−
q(0)e−iωnθ

−
g11 +G

)
(3.98)

= g11q(0) +
−
g11
−
q(0) +G

∫ 0

−1
dη(θ, 0)

olup sonuç olarak (3.95) ve (3.98)'den

A(0)w11(0) = g11q(0) +
−
g11
−
q(0) +G

∫ 0

−1
dη(θ, 0) (3.99)

= g11q(0) +
−
g11
−
q(0)−K11

(
1
σb
4

)
elde edilir.

Durum 1'de w11(θ) için (3.95) formülü elde edilmi³ti. Bu formülden elde edilen

w11(0), (3.99)'de yerine yaz�l�rsa G'yi elde edece§imiz

G

(∫ 0

−1
dη(θ, 0)

)
= K11

(
1
σb
4

)
(3.100)
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e³itli§ine ula³�r�z. Öncelikle, bu ifadedeki integrali hesaplayal�m:∫ 0

−1
dη(θ, 0) =

∫ 0

−1
τn

([
m− d1n2 0

f 0

]
δ (θ) +

[
0 g

0 −k − d2n2

]
δ (θ + 1)

)
dθ

= τn

[
m− d1n2 0

f 0

]∫ 0

−1
δ (θ) dθ

+τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]∫ 0

−1
δ (θ + 1) dθ

= τn

[
m− d1n2 0

f 0

]
+ τn

[
0 g

0 −k − d2n2

]
(3.101)

= τn

[
m− d1n2 g

f (−k − d2n2)

]
.

�ntegral (3.100)'de yerine yaz�l�rsa

Gτn

[
m− d1n2 g

f (−k − d2n2)

]
= K11

(
1
σb
4

)

ifadesi elde edilir ve sonuç olarak G a³a§�da verilen ifadeye e³ittir:

G =

(
τn

[
m− d1n2 g

f (−k − d2n2)

])−1
K11

(
1
σb
4

)
. (3.102)

Bu terimler a³a§�daki ifadede yerine yaz�larak, çatallanman�n yönünün tespiti için

gerekli olan Lyapunov katsay�s�n�n reel k�sm�n�n i³areti belirlenir:

Re (c1) (τn) = Re(
g21
2

)− 1

2ωn
(Reg20Img11 + Img20Reg11) . (3.103)

Elde edilen bu bilgiler a³a§�daki teoremde kullan�larak sistemin Hopf çatallanma

analizi tamamlan�r.

Teorem 3.1.2 1. 0 ∈ R 'yi içeren bir I aç�k aral�§�nda F (0, µ) = 0 ve (0, 0) ∈
R2 F 'nin bir izole denge noktas�,

2. ω(0) = ω0 > 0, α(0) = 0, α
′
(0) 6= 0 ve λ(µ) = α(µ) + iω(µ) olmak üzere

Lnµ = DUF (U, µ) operatörü λ(µ) ve
−
λ(µ) basit kompleks e³lenik özde§erlere

sahip,
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3. Ln0 matrisinin geriye kalan tüm özde§erlerinin reel k�s�mlar� s�f�rdan farkl�

ise

bu takdirde (3.45) sisteminde µ = 0 çatallanma de§erinde Hopf çatallanma

olu³ur ve reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar.

4. Ayr�ca,

(a) 1
α′ (0)

Re (c1) (0) < 0 ise çatallanman�n yönü süperkritiktir,

(b) 1
α′ (0)

Re (c1) (0) > 0 ise çatallanman�n yönü subkritiktir.

5. Ln0 matrisinin geriye kalan tüm özde§erlerinin reel k�s�mlar� negatif ve

(a) Re (c1) (0) < 0 ise periyodik çözümler kararl�,

(b) Re (c1) (0) > 0 ise periyodik çözümler karas�zd�r.

3.2 n = 0 iken Hopf Çatallanma Analizi

n = 0 iken (k = 0 al�narak), sistem (3.45)

L0µ (τ) =

 (
3α2−5
1+α2

) (
− 4α

1+α2

)
e−λτ(

2σbα2

1+α2

) (
− σbα

1+α2

)
e−λτ

 (3.104)

olmak üzere

∂U

∂t
= L0µUt + F (U, µ) (3.105)

sistemine dönü³ür. Karakteristik denklem (3.12) ise

A = −m, B = 5k, C = k (3.106)

ve

m =
3α2 − 5

1 + α2
, k =

σbα

1 + α2
(3.107)

olmak üzere a³a§�daki denkleme dönü³ür:

λ2 + Aλ+Be−λτ + Cλe−λτ = 0. (3.108)
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Karakteristik denklem (3.108)'da λ = iω0, ω0 > 0 yerine konursa a³a§�daki

denklem elde edilir:

ω4
0 + (A2 − C2)ω2

0 −B2 = 0. (3.109)

X0 = (A2 − C2) ve Y0 = −B2 olmak üzere (3.109)'den

ω2
0 =
−X0 ±

√
X2

0 − 4Y0
2

(3.110)

elde edilir.

Sayfa 35'daki Teorem 3.1.1 gere§ince, 2c, 3a, 3d, 3e ve 3f durumlar�nda sistem

(3.105)'te Hopf çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar.

�imdi, bu durumlar� tek tek ele alal�m.

2c Durumu: X2
0 − 4Y0 = 0 ve Xn < 0 olmas� durumunda, Y0 = −B2 ve

X2
0−4Y0 = 0 oldu§u için (A2−C2)2+4B2=0'd�r. Buradan (3.107)'denB = 5k = 0

sonucu elde edilir. k = 0 olmas�, (3.107)'den σ, b veya α'dan en az birinin s�f�r

olmas�n� gerektirir. Bu ise problemin ³artlar�n� sa§lamaz. Sonuç olarak n = 0

iken sistem (3.105)'da 2c durumunda Hopf çatallanma olu³maz.

3a Durumu: X2
0 − 4Y0 > 0, X0 = 0 ve Y0 < 0 olmas� durumunda, (3.110)'den

ω2
0 =

√√
−4Y0
2

=
√
B =

√
5k (3.111)

olmak üzere, tek bir pozitif reel kök vard�r.

3d Durumu: X2
0 − 4Y0 > 0, X0 > 0 ve Y0 < 0 olmas� durumunda, (3.110)'den

ω0 =

√
−X0 ±

√
X2

0 − 4Y0
2

(3.112)

olmak üzere, tek bir pozitif reel kök vard�r.

3e Durumu: X2
0 − 4Y0 > 0, X0 < 0 ve Y0 < 0 olmas� durumunda, (3.110)'den

ω0 =

√
−X0 ±

√
X2

0 − 4Y0
2

(3.113)

olmak üzere, tek bir pozitif reel kök vard�r.
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3f Durumu: X2
0 −4Y0 > 0, X0 < 0 ve Y0 = 0 olmas� durumunda, Y0 = 0, oldu§u

için B = 5k = 0'd�r. k = 0 olmas�, (3.107)'den σ, b veya α'dan en az birinin s�f�r

olmas�n� gerektirir. Bu ise problemin ³artlar�n� sa§lamaz. Sonuç olarak n = 0

iken sistem (3.105)'te 3f durumunda Hopf çatallanma olu³maz.

Sonuç olarak, n = 0 iken sistem (3.105)'de 3a, 3d ve 3e durumlar�nda µ = 0 iken

Hopf çatallanma olu³ur ve reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar.

n = 0 iken olu³an bu Hopf çatallanman�n yön analizi için (3.103) Lyapunov

katsay�s�n�n reel k�sm�n�n i³aretini belirlemek için g20, g11 ve g21 terimlerinin n = 0

için hesaplanmas� gerekir.

−
E =

1(
−
c∗ + c+ τ0ge−iω0c

−
c∗ − τ0ke−iω0c

)
c∗ =

(
−τ0f

τ0m+ iω0

)
, c =

(
iω0 − τ0m
τ0ge−iω0

)
K20 = p+ rce−iω0 , p =

4α (3− α2)

(1 + α2)2
, r =

4 (α2 − 1)

(1 + α2)2

m =
3α2 − 5

1 + α2
, f =

2σbα2

1 + α2
, g =

−4α

1 + α2
, k =

σbα

1 + α2

olmak üzere, (3.76)'den

g20 = 2
−
E(

−
c∗+

σb

4
)K20 (3.114)

dir. Yine,

−
E =

1(
−
c∗ + c+ τ0ge−iω0c

−
c∗ − τ0ke−iω0c

)
c∗ =

(
−τ0f

τ0m+ iω0

)
, c =

(
iω0 − τ0m
τ0ge−iω0

)
K11 = 2p+ r

−
ceiωn + rce−iωn , p =

4α (3− α2)

(1 + α2)2
, r =

4 (α2 − 1)

(1 + α2)2

m =
3α2 − 5

1 + α2
, f =

2σbα2

1 + α2
, g =

−4α

1 + α2
, k =

σbα

1 + α2

olmak üzere, (3.76)'den

g11 =
−
E(

−
c∗+

σb

4
)K11 (3.115)

62



dir. Son olarak

−
E =

1(
−
c∗ + c+ τ0ge−iω0c

−
c∗ − τ0ke−iω0c

)
c∗ =

(
−τ0f

τ0m+ iω0

)
, c =

(
iω0 − τ0m
τ0ge−iω0

)
K21 = 2pw111(0) + pw201(0) + 2rw112(−1) + rw202(−1)

+r
−
ceiω0w201(0) + 2rce−iω0w111(0)

p =
4α
(
3− α2

)
(1 + α2)2

, r =
4
(
α2 − 1

)
(1 + α2)2

m =
3α2 − 5

1 + α2
, f =

2σbα2

1 + α2
, g =

−4α
1 + α2

, k =
σbα

1 + α2

ve

w20(θ) = − 1

iω0

q(0)eiω0θg20 −
1

3iω0

−
q(0)e−iω0θ−g02 + Fe2iω0θ

F =

([
2iω0 − τ0m τ0ge

−2iω0

τ0f 2iω0 + τ0ke
−2iω0

])−1
2K20

(
1
σb
4

)

ve de

w11(θ) =
1

iω0

q(0)eiω0θg11 −
1

iω0

−
q(0)e−iω0θ−g11 +G

G =

(
τ0

[
m g

f −k

])−1
K11

(
1
σb
4

)

olmak üzere, (3.76)'den

g21 =
−
E(

−
c∗+

σb

4
)K21 (3.116)

dir. Bu formüllerle bulunan de§erler (3.103)'te yerine konarak i³aret tespiti

yap�l�r. Bu ³ekilde Hopf çatallanma analizi tamamlan�r.
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4. SONUÇ

Öneminden Bölüm 1.2'de bahsedilen Lengyel-Epstein modeli, birçok yönü ile

çal�³�lm�³ bir modeldir. Bu çal�³malardan [20]'de modele difüzyon terimi

eklemenin, sistemde ortaya ç�kan Hopf çatallanmay� nas�l etkiledi§i incelenmi³tir.

Bu çal�³mada sistemin parametrelerinden b > 0 çatallanma parametresi olarak

al�nm�³t�r. Difüzyon terimi içermeyen sistemde b = b0 = 3α2−5
1+α2 çatallanma

de§erinde Hopf çatallanma meydana gelirken, sistemin tek pozitif denge noktas�

(u∗, v∗) b < b0 iken karars�z, b > b0 iken kararl� oldu§u ifade edilmi³tir. Sisteme

difüzyon teriminin eklenmesi ile denge noktas�n�n kararl�l�k yap�s�nda de§i³iklik

olu³tu§u, sistemin denge noktas� b > b0 iken [20]'de Teorem 3.1'de verilen ³art

alt�nda karars�zla³t�§� ifade edilmi³tir.

Daha önce yap�lan birçok çal�³mada, modellere gecikme terimi dahil etmenin

öneminden bahsedilmi³tir ([14], [23], [5], [16], [25], [26], [27]). Bu önem gözönüne

al�narak Çelik, C. ve Merdan, H, taraf�ndan [16]'da modele gecikme terimi ek-

lenerek elde edilen Gecikmeli Lengyel-Epstein sisteminde Hopf çatallanma analizi

çal�³m�³�lm�³t�r. Geni³ bir Hopf çatallanma analizinin yap�ld�§� bu çal�³mada

çatallanma parametresi τ = τn, n = 0, 1, 2.. de§erlerinden geçerken sistemde Hopf

çatallanman�n meydana geldi§i ve reel de§erli periyodik çözümlerin ortaya ç�kt�§�

gösterilmi³ ve bu teorik çal�³malar nümerik simülasyonlarla desteklenmi³tir.

Bu tezde ise [16]'daki çal�³maya ek olarak gecikme terimi içeren Lengyel-Epstein

sistemine difüzyon terimi eklenerek olu³an Hopf çatallanmada ne gibi de§i³iklikler

oldu§u incelenmi³tir. Çal�³ma sonucu Teorem 3.1.1'de verilen ³artlar alt�nda,

d1 ve d2 difüzyon terimlerini içeren (3.23)'te verilen τ = τn de§erlerinde Hopf

çatallanman�n meydana geldi§i ve reel de§erli periyodik çözümlerin ortaya ç�kt�§�
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gösterilmi³tir. Bu de§erlerde ortaya ç�kan Hopf çatallanman�n yönünün ve

olu³an periyodik çözümlerin kararl�l�k yap�lar�n�n tespit edilmesi için Poincaré

Normal Form Teorisi ve Center Manifold Teoremi kullan�larak gerekli terimler

hesaplanm�³t�r. Difüzyon teriminin sisteme eklenmesi sonsuz çoklukta özde§erde

Hopf çatallanman�n ortaya ç�kmas�na neden olmu³tur. [16]'da ele al�nan sistemde

m = 3α2−5
1+α2 ve k = σbα

1+α2 olmak üzere ω =

√
k2−m2+

√
(m2−k2)2+100k2

2
özde§eri için

[16]'da verilen τ = τn, n = 0, 1, 2... de§erlerinde Hopf çatallanmas� olu³ur ve

reel de§erli periyodik çözümler ortaya ç�kar. Fakat gecikmeli reaksiyon-difüzyon

sisteminde, Bölüm 3.1'de verildi§i üzere, A = (d1 + d2)n
2 −m, B = 5k + kd1n

2,

C = k ve D = d1d2n
4−md2n2 olmak üzere Xn = (A2−C2−2D), Yn = (D2 −B2)

olanarak al�n�rsa özde§er ωn =

√
−Xn±

√
X2
n−4Yn

2
, n = 0, 1, 2... olarak elde edilir

ve bu özde§erler için (3.23)'te verilen τ = τn de§erlerinde Hopf çatallanman�n

meydana gelir ve reel de§erli periyodik çözümlerin ortaya ç�kar. Bu aç�klamadan

anla³�laca§� üzere [16]'daki çal�³mada tek bir özde§er için τ = τn de§erlerinde Hopf

çatallanma meydana gelirken, bu tezde çal�³�lan problemde sonsuz çokluktaki

özde§erler için (3.23)'te verilen τ = τn de§erlerinde Hopf çatallanma meydana

gelir. Ayr�ca, [16]'da incelenen sistemde τ = τ0 = 1
ω

{
cos−1

(
(5+m)ω2

(25+ω2)k

)}
iken

Hopf çatallanman�n meydana gelmesi için gerek ve yeter ko³ul olarak k > m

oldu§u ifade edilirken, difüzyon terimi eklenmi³ bu tezde incelenen problem

için n = 0 al�narak difüzyon terimlerinin etkisinin kald�r�lmas� ile elde edilen

sistemde τ = τ0 iken Hopf çatallanman�n meydana gelmesi için gerek ve yeter

ko³ul olarak Bölüm 3.2'de verilen 3a, 3d ve 3e ³artlar�n�n sa§lanmas� gerekti§i

gösterilmi³tir. Bu durumlardan 3d, [16]'da çal�³�lan durumla örtü³mektedir.

Bu aç�klamalar göstermektedir ki sisteme difüzyon teriminin eklenmesi, Hopf

çatallanman�n olu³mas� için gerekli ³artlar� de§i³tirmektedir.
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A. Terim Sözlü§ü

Türkçe terim �ngilizce Terim

çatallanma bifurcation

denge noktas� equilibrium point

düzgün smooth

gecikme delay

kararl�l�k stability

karakteristik charactheristic

kuadratik quadratic

kubik cubic

lineer linear

normalizasyon normalization

özde§er eigenvalue

özvektör eigenvector

subkritik subcritic

superkritik supercritic

yön direction

tek katl� (basit) simple
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