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ÖZET

Bu yüksek lisans tezinde istatistiksel yak�nsakl�k kavram� kullan�larak pseudo-
lineer yap�daki maksimum-çarp�m operatörlerinin yakla³�m özellikleri incelen-
mi³tir.

Hem klasik hem de istatistiksel yakla³�m sonuçlar� üzerinde durulmu³tur. Üstelik
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ABSTRACT

In this thesis, by using the notion of statistical convergence, we investigate the
aproximation properties of max-product operators that are pseudo-linear.

Both classical and statistical approximation results are studied. Moreover, the
results related to the statistical rates of the approximation are discussed. Finally,
a new application is presented for those nonlinear operators by means of q-
Bernstein polynomials.
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SEMBOLLER

Bu çal�³mada kullan�lm�³ olan semboller aç�klamalar�yla birlikte a³a§�da verilmek-

tedir.

Semboller Aç�klama

(X, d) kompakt metrik uzay

|K| K kümesinin eleman say�s�

δ(K) K kümesininin yo§unlu§u

δA(K) K kümesinin A-yo§unlu§u

C1 birinci mertebeden Cesàro matrisi

χK K kümesinin karakteristik fonksiyonu

C(X, [0,∞)) X metrik uzay� üzerinde tan�ml�, negatif olmayan sürekli

fonksiyonlar�n uzay�

ω(f, δ) (δ > 0) f fonksiyonunun süreklilik modülü

Ln(f ;x) maksimum-çarp�m operatörü

Sλn(f ;x) Shepard maksimum-çarp�m operatörü

stA − o(pn) o(pn) oran�nda A-istatistiksel yak�nsakl�k

stA − om(pn) om(pn) oran�nda A-istatistiksel yak�nsakl�k
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1. G�R��

Korovkin tipinde yakla³�mlar teorisi temel olarak operatör dizilerinin düzgün

yak�nsakl�§�na, poziti�i§ine ve lineerli§ine dayanmaktad�r. Literatürde her üç

dayanak noktas� için çe³itli ilerlemeler ve geni³letmeler bulunmaktad�r. Örne§in

düzgün yak�nsakl�k yerine toplam süreci (aritmetik ortalama yak�nsakl�k, hemen

hemen yak�nsakl�k vb.) ve istatistiksel yak�nsakl�k gibi daha zay�f yak�nsakl�k

metotlar� kullan�lm�³t�r (bkz: [3],[4],[13],[17]). Operatörlerin poziti�i§i kavram�

da fonksiyonun artanl�§�, azalanl�§�, konveksli§i ve konkavl�§� özelliklerinden

yararlan�larak zay��at�lm�³t�r (bkz: [2],[3]).Yakla³�m operatörlerinin lineerli§i ise

son y�llarda Bede ve arkada³lar� taraf�ndan pseudo-lineerlik kavram� kullan�larak

geli³tirilmi³tir (bkz: [5],[6],[7],[8]). Duman taraf�ndan verilen [9] no'lu makalede

ise hem yak�nsakl�k metotu hem de lineerlik kavram� zay��at�lm�³t�r. Bu yüksek

lisans tezinde daha çok [9] da elde edilen sonuçlar üzerinde duraca§�z. Bunun

için önce çal�³�lacak yakla³�m operatörleri tan�mlanacak daha sonra onun klasik

ve istatistiksel yakla³�m özellikleri incelenecektir. Tezin son k�sm�nda elde

edilen sonuçlar özel bir yakla³�m operatörü üzerine uygulanacakt�r. Burada

q-tamsay�lar�yla tan�mlanan genelle³tirilmi³ Bernstein operatörlerinin lineer ol-

mayan versiyonlar� in³a edilecektir.

1



2. TEMEL TANIMLAR

Bu bölümde, ilerde ihtiyaç duyaca§�m�z baz� temel tan�m ve notasyonlara

yer verece§iz. Öncelikle "yo§unluk", "A-yo§unluk" tan�mlar� yap�larak, bu

tan�mlar yard�m�yla "istatistiksel yak�nsakl�k" ve "A-istatistiksel yak�nsakl�k"

kavramlar� verilecektir. Son olarak teoremlerin ispatlar�nda kullanaca§�m�z

"süreklilik modülü" tan�m� verilerek, süreklilik modülünün baz� temel özelliklerine

de§inilecektir.

2.1 Yo§unluk

N do§al say�lar kümesini göstermek üzere bir K ⊂ N altkümesi verilsin ve Kn =

{k ≤ n : k ∈ K} ³eklinde bir küme tan�mlans�n. K kümesinin eleman say�s� da

|K| ile gösterilsin.

Tan�m 2.1.1. Bir K ⊂ N altkümesi için

lim
n

1

n
|Kn|

limiti mevcut ise, bu limit de§erine K kümesinin yo§unlu§u denir ve δ(K) ile

gösterilir [20]. Bu tan�ma göre asal say�lar kümesi 0 yo§unluklu iken do§al

say�lar kümesinin yo§unlu§u 1 olup, do§al say�lar�n her bir sonlu altkümesi de

0 yo§unlukludur. Bunun yan�s�ra, örne§in δ({n2 : n ∈ N}) = δ({n3 : n ∈ N}) = 0

ve δ({2n : n ∈ N}) = δ({2n − 1 : n ∈ N}) = 1/2 oldu§u tan�mdan ç�kar�labilir.

Bir küme 0 yo§unluklu ise onun her alt kümesi de 0 yo§unlukludur. Ayr�ca bir B

kümesi yo§unlu§a sahip ise, bu durumda δ(N\B) = 1− δ(B) olacakt�r [12],[20].
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2.2 �statistiksel Yak�nsakl�k

Bu bölümde yo§unluk kavram� kullan�larak bilinen klasik yak�nsakl�k tan�m�ndan

daha zay�f olan istatistiksel yak�nsakl�k tan�m�na yer verilecektir.

Tan�m 2.2.1. Bir x dizisinin L say�s�na istatistiksel yak�nsak olmas� demek her

ε > 0 için

lim
j

1

j
|n ≤ j : |xn − L| ≥ ε| = 0

olmas� demektir. Denk bir ifade ile, K := K(ε) = {n ≤ j : |xn − L| ≥ ε} olmak

üzere her ε > 0 için

δ(K(ε)) = 0

olmas� demektir. �statistiksel yak�nsakl�k xn → L(stat) veya st − limn xn = L

³eklinde gösterilir [11],[22].

Bu tan�ma göre, e§er x dizisi bir L say�s�na istatistiksel yak�nsak ise bu durumda

L say�s�n�n herhangi bir ε > 0 kom³ulu§unda dizinin sonsuz çoklukta terimi

bulunurken bu kom³ulu§un d�³�nda da indis kümesinin yo§unlu§u s�f�r olmak

ko³uluyla yine diziye ait sonsuz çoklukta terim bulunabilir. Bu durum istatistiksel

yak�nsakl�§�n klasik yak�nsakl�ktan daha genel oldu§unu gösterir. Buradan

anla³�lmaktad�r ki yak�nsak her dizi ayn� de§ere istatistiksel yak�nsakt�r; fakat

yak�nsak olmamas�na ra§men istatistiksel yak�nsak diziler tan�mlanabilir.

Örnek 2.2.1. Genel terimi

x = (xn) =

{
1, n = m2 ise

0, n 6= m2 ise
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³eklinde tan�mlanan x dizisi için st−limn xn = 0 oldu§u görülebilir, fakat buradaki

x dizisi klasik anlamda yak�nsak de§ildir.

Yak�nsak her dizi s�n�rl�d�r fakat istatistiksel yak�nsak dizilerin s�n�rl� olmas�

gerekmez. Bu ilginç özelli§i sa§layan bir dizi örne§ini a³a§�daki ³ekilde verebiliriz.

Örnek 2.2.2. x = (xn) dizisinin genel terimi

x = (xn) =

{ √
n, n = m2 ise

0, n 6= m2 ise

³eklinde tan�mlayal�m. Bu durumda yine st− limn xn = 0 olmas�na ra§men bu x

dizisi üstten s�n�rs�zd�r.

2.3 A-Yo§unluk

Bu bölümde yo§unluk ve istatistiksel yak�nsakl�k kavram� regüler matrisler

kullan�larak geli³tirilecektir.

Tan�m 2.3.1. A = (ajn) j, n = 1, 2,...; sonsuz bir matris olmak üzere verilen

bir x = (xj) dizisi için, x in "A-dönü³üm dizisi", Ax := ((Ax)j) ile gösterilir ve

(Ax)j =
∞∑
n=1

ajnxn

³eklinde tan�mlan�r. Burada her bir n için seri yak�nsak kabul edilmektedir. E§er

limj xj = L oldu§unda limj(Ax)j = L ko³ulu gerçekleniyorsa, bu durumda A

"regüler matris" ad�n� al�r [14].

Toplanabilme teorisinde C1 := (cjn) Cesàro matrisi

cjn =

{
1
j
, 1 ≤ n ≤ j ise

0, n>j ise

4



ile tan�mlan�r. Kolayca görülece§i üzere Cesàro matrisi regülerdir. Bir A =

(ajn) matrisinin regüler olmas�, Silverman - Toeplitz ko³ullar� olarak da bilinen

a³a§�daki teorem ile karakterize edilir. �imdi bu teoremi ispats�z olarak verece§iz.

Teorem 2.3.1. (Silverman-Toeplitz) Bir A = (ajn) matrisinin regüler olmas�

için gerek ve yeter ko³ul

i. supj
∑∞

n=1 |ajn| <∞,

ii. ∀ n için an := limj ajn = 0,

iii. limj

∑∞
n=1 ajn = 1

ko³ullar�n�n sa§lanmas�d�r [14],[18].

Tan�m 2.3.2. A = (ajn), negatif olmayan regüler bir toplanabilme matrisi olsun.

Bir K ⊂ N altkümesi için

δA(K) = lim
j

∞∑
n=1

ajnχK(n) (2.1)

limiti mevcut ise, bu limit de§erine K kümesinin A-yo§unlu§u denir. Buna denk

olarak,

δA(K) = lim
j

∑
n∈K

ajn (2.2)

yazabiliriz. (2.1) deki χK sembolü, K kümesinin karakteristik fonksiyonunu

göstermektedir [12].

2.4 A-�statistiksel Yak�nsakl�k

Bu k�s�mda da A-yo§unluk yard�m�yla A-istatistiksel yak�nsakl�k kavram�n�

tan�taca§�z.
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Tan�m 2.4.1. A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matrsi olsun. E§er her ε > 0

için K := K(ε) = {n ≤ j : |xn − L| ≥ ε} olmak üzere

lim
j

∞∑
n=1

ajnχK(ε)(n) = 0 (2.3)

ise, ya da buna denk olarak her ε > 0 için

lim
j

∑
n:|xn−L|≥ε

ajn = 0 veya δA(K(ε)) = 0 (2.4)

gerçekleniyorsa, bu durumda x = (xn) dizisi L say�s�na A-istatistiksel yak�nsakt�r

denir ve stA − limx = L ile gösterilir [12],[19].

Bu tan�ma göre, e§er (2.4) ile verilen denklemde Amatrisi yerine I birim matrisini

al�rsak, bu durumda klasik anlamda yak�nsakl�k elde edilir. Yani; stI − limx =

limx = L bulunur. A yerine C1 Cesàro matrisi al�nd�§�nda ise, A-istatistiksel

yak�nsakl�k istatistiksel yak�nsakl�§a indirgenir.

A-istatistiksel yak�nsakl�k tan�m� kullan�larak yak�nsak her dizinin A- istatistiksel

yak�nsak oldu§u görülebilir. Fakat bunun kar³�t� her zaman için do§ru de§ildir.

limjmaxn{ajn} = 0 ³art�n� sa§layan negatif olmayan regüler A = (ajn) matrisi

için A-istatistiksel yak�nsakl�k klasik yak�nsakl�ktan daha güçlü bir ifadedir [15].

2.5 Süreklilik Modülü

(X, d) kompakt metrik uzay ve f , X üzerinde sürekli, reel de§erli bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonunun süreklilik modülü ω(f, δ) ile gösterilir ve

ω(f, δ) =
∨
{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ X, d(x, y) ≤ δ}

6



olarak tan�mlan�r. Burada
∨

sembolü maksimumu göstermektedir. Süreklilik

modülü, δ > 0 uzunlu§unu a³mayan bir aral�kta fonksiyonunun maksimum

sal�n�m�n� ifade etmektedir.

�imdi süreklilik modülünün baz� temel özelliklerini verelim (bkz: [1],[16]).

i. Her x, y ∈ X için |f(x)− f(y)| ≤ ω(f, d(x, y)) e³itsizli§i gerçeklenir,

ii. Her δ > 0 ve her n ∈ N için ω(f, nδ) ≤ nω(f, δ) e³itsizli§i sa§lan�r,

iii. Her λ, δ > 0 için ω(f, λδ) ≤ (1 + λ)ω(f, δ) e§itsizli§i gerçeklenir.

7



3. MAKS�MUM- ÇARPIM OPERATÖRLER�

(X, d), kompakt metrik uzay ve A = (ajn), negatif olmayan regüler bir matris

olsun. Bu durumda maksimum-çarp�m operatörü

Ln(f ;x) =
n∨
k=0

Kn(x, xk).f(xk), x ∈ X ve f ∈ C(X, [0,∞)) (3.1)

³eklinde tan�mlan�r (bkz: [6],[9]). Bu çal�³mada ∀x ∈ X için

δA
(
{n ∈ N :

n∨
k=0

Kn(x, xk) = 1}
)

= 1 (3.2)

e³itli§inin sa§land�§� kabul edilecektir. Burada k = 0, 1, ..., n için xk lar X metrik

uzay�ndan al�nan temsilci noktalar olup Kn(x, xk) çekirdek fonksiyonunun da X

metrik uzay� üzerinde tan�ml�, negatif olmayan x'e göre sürekli bir fonksiyon

oldu§u kabul edilmektedir.

�imdi maksimum-çarp�m operatörleri için pseudo-lineerlik özelli§ini hat�rlayal�m.

∀f, g ∈ C(X, [0,∞)) ve ∀α, β ≥ 0 için

Ln(α.f
∨

β.g;x) = α.Ln(f ;x)
∨

β.Ln(g;x)

e³itli§i gerçeklenir [6]. Bu e³itlik bize göstermektedir ki maksimum-çarp�m

operatörleri klasik anlamda lineer operatörler de§ildir.
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3.1 A-�statistiksel Yakla³�m Teoremi

Makimum-çarp�m operatörlerinin yakla³�m teoreminden önce a³a§�daki lemmaya

ihtiyaç duyaca§�z.

Lemma 3.1.1. ∀ak, bk ∈ [0,∞) ve k = 0, 1, ..., n için

|
n∨
k=0

ak −
n∨
k=0

bk| ≤
n∨
k=0

|ak − bk|

e³itsizli§i gerçeklenir [6].

�spat. Maksimum-çarp�m operatörlerinin azalmayan özelli§ini kullanarak

n∨
k=0

ak =
n∨
k=0

|bk + ak − bk| ≤
n∨
k=0

bk + |ak − bk|

e³itsizli§ini elde ederiz. Bu e³itsizli§i düzenlersek istenileni elde etmi³ oluruz.

�imdi O. Duman tafar�ndan 2010 y�l�nda verilen istatistiksel yakla³�m teoremini

ifade edebiliriz (bkz: [9]).

Teorem 3.1.1. (X, d), kompakt metrik uzay ve A = (ajn), negatif olmayan

regüler bir matris olsun. E§er (3.1) ve (3.2) ile verilen Ln operatörü,

stA − lim
n

{∨
{|Ln(ϕx;x)| : x ∈ X}

}
= 0, ϕx(y) = d2(y, x)

³art�n� sa§l�yorsa ∀f ∈ C(X, [0,∞)) için

stA − lim
n

{∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X}

}
= 0

e³itli§i gerçeklenir [9].

9



�spat. x ∈ X ve f ∈ C(X, [0,∞)) verilsin. f nin X üzerindeki düzgün

süreklili§inden ∀ε > 0 için ∃ δ > 0 öyle ki,

|f(x)− f(y)| ≤ ε+
2Mf

δ2
ϕx(y) (3.3)

e³itsizli§i ∀y ∈ X için sa§lan�r. Burada Mf :=
∨
{|f(y)| : y ∈ X} olarak

tan�mlanm�³t�r.

K := {n ∈ N :
n∨
k=0

Kn(x, xk) = 1}

kümesini göz önüne al�rsak (3.2) den δA(K) = 1 ya da δA(N \ K) = 0 bulunur.

∀n ∈ K için (3.3) ve Lemma 3.1.1 uyar�nca

|Ln(f ;x)− f(x)| = |
n∨
k=0

Kn(x, xk).f(xk)−
n∨
k=0

Kn(x, xk).f(x)|

≤
n∨
k=0

Kn(x, xk).|f(xk)− f(x)|

≤
n∨
k=0

Kn(x, xk).
(
ε+

2Mf

δ2
ϕx(xk)

)
≤ ε+

2Mf

δ2

n∨
k=0

Kn(x, xk).ϕx(xk)

= ε+
2Mf

δ2
Ln(ϕx;x)

elde edilir. x ∈ X üzerinden maksimum al�rsak, ∀n ∈ K için

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X} ≤ ε+

2Mf

δ2

∨
{|Ln(ϕx;x)| : x ∈ X}

e³itsizli§i gerçeklenir. Verilen bir r > 0 say�s� için ε < r olacak ³ekilde ε > 0

seçerek D ve D′ kümelerini a³a§�daki ³ekilde tan�mlayabiliriz:
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D :=
{
n ∈ N : (

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X}) ≥ r

}
,

D′ :=
{
n ∈ N : (

∨
{|Ln(ϕx;x)| : x ∈ X}) ≥ (r − ε)δ2

2Mf

}
.

D ve D′ kümelerinin tan�m�ndan yararlanarak

D ∩K ⊆ D′ ∩K

oldu§unu kolayl�kla görebiliriz. Buna göre ∀j ∈ N için a³a§�daki e³itsizlik

gerçeklenir:

∑
n∈D∩K

ajn ≤
∑

n∈D′∩K

ajn ≤
∑
n∈D′

ajn.

�imdi j →∞ üzerinden limit al�rsak

lim
j

∑
n∈D∩K

ajn = 0

bulunur. Ayr�ca ∀j ∈ N için

∑
n∈D

ajn =
∑

n∈D∩K

ajn +
∑

n∈D∩(N\K)

ajn ≤
∑

n∈D∩K

ajn +
∑

n∈(N\K)

ajn

e³itsizli§i sa§lan�r. δA(N \K) = 0 oldu§unu kullanarak
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lim
j

∑
n∈D

ajn = 0

ifadesi bulunur ki bu da bize maksimum-çarp�m operatörlerinin istatistiksel

yak�nsakl�§�n� verir. Yani sonuç olarak

stA − lim
n

{∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X}

}
= 0

bulunur.

�imdi Teorem 3.1.1 in bir sonucu olarak a³a§�dakini elde edebiliriz.

Sonuç 3.1.1. (X, d), kompakt metrik uzay olsun. E§er (3.1) ile tan�mlanan Ln

operatörleri

n∨
k=0

Kn(x, xk) = 1(∀n ∈ N, x ∈ X)

³art�n� sa§l�yor ve {Ln(ϕx)}n∈N dizisi, s�f�r fonksiyonuna X üzerinde düzgün

yak�nsaksa, her f ∈ C(X, [0,∞)) için {Ln(f)}n∈N dizisi de f fonksiyonuna X

üzerinde düzgün yak�nsakt�r [9].

Teorem 3.1.1, maksimum-çarp�m operatörlerinin bir f ∈ C(X, [0,∞)) fonksiy-

onuna istatistiksel yak�nsakl�§�n� verirken; Sonuç 3.1.1, bize klasik yak�nsakl�§�

vermektedir. Fakat a³a§�daki örnek ikisi aras�ndaki ili³kiyi ortaya koymaktad�r.

Örnek 3.1.1. (X, d), kompakt metrik uzay olsun. x ∈ X, λ, n ∈ N ve f ∈
C(X, [0,∞)) için Shepard maksimum-çarp�m operatörü:

Sλn(f ;x) =
n∨
k=0

Kn,λ(x, xk).f(xk) =

∨n
k=0

f(xk)
dλ(x,xk)∨n

j=0
1

dλ(x,xj)

12



³eklinde tan�mlan�r. Burada Kn,λ(x, xk) çekirdek fonksiyonu a³a§�daki ³ekilde

verilmektedir:

Kn,λ(x, xk) =

1
dλ(x,xk)∨n
j=0

1
dλ(x,xj)

, x /∈ {xk : k = 0, 1, ..., n}.

Her f ∈ C(X, [0,∞)) için {Sλn(f ;x)} dizisi f fonksiyonuna X üzerinde düzgün

yak�nsakt�r [7]. S�f�r fonksiyonuna A-istatistiksel olarak yak�nsak fakat klasik

anlamda �raksak bir (un) dizisi tan�mlayabiliriz [15]. Tan�mlad�§�m�z (un) dizisi

ve {Sλn(f ;x)} dizisi yard�m�yla, x ∈ X ve f ∈ C(X, [0,∞)) için maksimum-çarp�m

operatörünü

Tn(f ;x) = (1 + un)Sλn(f ;x) (3.4)

³elinde tan�mlarsak Teorem 3.1.1 in tüm ³artlar� Tn operatörü için gerçeklenir.

Buradan ∀f ∈ C(X, [0,∞)) için

stA − lim
n

{∨
{|Tn(f ;x)− f(x)| : x ∈ X}

}
= 0

buluruz. Fakat dikkat edilirse (un) klasik anlamda yak�nsak olmad�§�ndan (3.4)

ile verilen (Tn(f)) dizisiyle f fonksiyonuna yakla³mak imkans�zd�r.

3.2 A-�statistiksel Yak�nsakl�k Oran�

Bu bölümde Teorem 3.1.1 de elde edilen istatistiksel yakla³�m�n oranlar�na

de§inece§iz. Önce [10] da verilen a³a§�daki iki tan�ma ihtiyaç vard�r.

Tan�m 3.2.1. A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris ve (pn)n∈N pozitif

terimli artmayan bir dizi olsun. Her ε > 0 için

13



lim
j

1

pj

∑
n:|xn−L|≥ε

ajn = 0

ise, bu durumda x = (xn)n∈N dizisine o(pn) oran�nda L say�s�na A-istatistiksel

yak�nsakt�r denir ve xn − L = stA − o(pn) (n→∞) ile gösterilir.

Tan�m 3.2.2. A = (ajn) negatif olmayan regüler bir matris ve (pn)n∈N pozitif

terimli artmayan bir dizi olsun. Her ε > 0 için

lim
j

∑
n:|xn−L|≥εpn

ajn = 0

ise, bu durumda x = (xn)n∈N dizisine om(pn) oran�nda L say�s�na A-istatistiksel

yak�nsakt�r denir ve xn − L = stA − om(pn)(n→∞) ile gösterilir.

�statistiksel yak�nsakl�k oranlar�yla ilgili Teoremlere geçmeden önce maksimum-

çarp�m operatörleri için a³a§�daki lemmaya itiyaç duyar�z.

Lemma 3.2.1. Her ak, bk ≥ 0(k = 0, 1, , n) için

n∨
k=0

akbk ≤

√√√√ n∨
k=0

a2k

√√√√ n∨
k=0

b2k

e³itsizli§i sa§lan�r [9].

�spat. p, q ∈ {0, 1, , n} için

n∨
k=0

ak = ap ve

n∨
k=0

bk = bq

14



oldu§unu farzedelim. ∀k = 0, 1, , n için

n∨
k=0

akbk ≤ apbq,
n∨
k=0

a2k = a2p ve
n∨
k=0

b2k = b2q

e³itsizlikleri sa§lan�r. Buradan da sonuç kolayl�kla elde edilir.

Teorem 3.2.1. (X, d), kompakt metrik uzay, A = (ajn), negatif olmayan regüler

bir matris ve (pn)n∈N pozitif terimli artmayan bir dizi olsun. E§er (3.1) ve (3.2)

ile verilen Ln operatörü f ∈ C(X, [0,∞)) için

ω(f, δn) = stA − o(pn) (n→∞)

δn :=
√∨

{Ln(ϕx;x) : x ∈ X}, ϕx(y) = d2(y, x)

³art�n� sa§l�yorsa, her n ∈ N için qn ≥ pn ve qn ≥ 1 ³art�n� sa§layan pozitif

terimli artmayan bir (qn) dizisi için

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X} = stA − o(qn) (n→∞)

e³itli§i gerçeklenir [9].

�spat. x ∈ X ve f ∈ C(X, [0,∞)) olsun. Teorem 3.1.1 in ispat�ndaki ayn� K

kümesini kullanarak ∀n ∈ K ve δ > 0 için Lemma 3.2.1 uyar�nca
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|Ln(f ;x)− f(x)| ≤
n∨
k=0

Kn(x, xk).|f(xk)− f(x)|

≤
n∨
k=0

Kn(x, xk).ω(f, d(xk, x))

≤ ω(f, δ)
n∨
k=0

Kn(x, xk).(1 +
d(xk, x)

δ
)

= ω(f, δ)
{

1 +
1

δ

n∨
k=0

Kn(x, xk)d(xk, x)
}

= ω(f, δ)

{
1 +

1

δ

√√√√ n∨
k=0

[Kn(x, xk)].

√√√√ n∨
k=0

[Kn(x, xk)d2(xk, x)]

}

elde edilir. Buradan ∀n ∈ K ve δ > 0 için

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ ω(f, δ){1 +
1

δ

√
Ln(d2(., x);x)}

e³itsizli§i bulunur. Ayn� n ve δ de§eri için

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X} ≤ ω(f, δ){1 +

δn
δ
}

e³itsizli§ini elde ederiz. Özel olarak δ := δn seçersek

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X} ≤ 2ω(f, δn)

buluruz. ε > 0 için E ve E ′ kümelerini a³a§�daki gibi tan�mlayabiliriz:

E :
{
n ∈ N : (

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X}) ≥ ε

}
,
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E ′ :
{
n ∈ N : ω(f, δn) ≥ ε

2

}
.

Bu tan�mlardan yararlanarak

E ∩K ⊆ E ′ ∩K

yazabiliriz. ∀j ∈ N için qj ≥ pj oldu§undan

1

qj

∑
n∈E∩K

ajn ≤
1

pj

∑
n∈E′∩K

ajn ≤
1

pj

∑
n∈E′

ajn

e³itsizli§ini elde ederiz. j üzerinden limit al�rsak

lim
j

1

qj

∑
n∈E∩K

ajn = 0

buluruz. Teorem 3.1.1 in ispat�nda oldu§u gibi

∑
n∈E

ajn =
∑

n∈E∩K

ajn +
∑

n∈E∩(N\K)

ajn ≤
∑

n∈E∩K

ajn +
∑

n∈(N\K)

ajn

yazabiliriz. Buradan

1

qj

∑
n∈E

ajn ≤
1

qj

∑
n∈E∩K

ajn +
1

qj

∑
n∈(N\K)

ajn

e³itsizli§ini elde ederiz. ∀j ∈ N için qj ≥ 1 oldu§undan
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1

qj

∑
n∈E

ajn ≤
1

qj

∑
n∈E∩K

ajn +
∑

n∈(N\K)

ajn

e³itsizli§i sa§lan�r. j →∞ üzerinden limit al�rsak

lim
j

1

qj

∑
n∈E

ajn = 0

buluruz. Buradan

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X} = stA − o(qn) (n→∞)

sonucuna ula³�r�z.

Bir di§er A-istatistiksel oran teoremini de a³a§�daki ³ekilde ifade edebiliriz.

Teorem 3.2.2. (X, d), kompakt metrik uzay, A = (ajn), negatif olmayan regüler

bir matris ve (pn)n∈N pozitif terimli artmayan bir dizi olsun. E§er (3.1) ve (3.2)

ile verilen Ln operatörü f ∈ C(X, [0,∞)) için

ω(f, δn) = stA − om(pn) (n→∞)

δn :=
√∨

{Ln(ϕx;x) : x ∈ X}, ϕx(y) = d2(y, x)

³art�n� sa§l�yorsa, her n ∈ N için qn ≥ pn ³art�n� sa§layan pozitif terimli artmayan

bir (qn) dizisi için

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X} = stA − om(qn) (n→∞)
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e³itli§i gerçeklenir [9].

�spat. ε > 0 için F ve F ′ kümelerini

F :
{
n ∈ N : (

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X}) ≥ εqn

}
,

F ′ :
{
n ∈ N : ω(f, δn) ≥ εpn

2

}
³eklinde tan�mlayal�m. Bu durumda az önceki ispat tekni§inden yararlanarak

F ∩K ⊆ F ′ ∩K

yazabiliriz. Buradan

lim
j

∑
n∈F∩K

ajn = 0

e³itli§ini elde ederiz. Sonuç olarak

lim
j

∑
n∈F

ajn = 0

olup, bu ise

∨
{|Ln(f ;x)− f(x)| : x ∈ X} = stA − om(qn) (n→∞)

demektir.
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4. SONUÇLAR VE UYGULAMALAR

Bu bölümde, maksimum-çarp�m operatörlerinin klasik Bernstein polinomu ve

onun q-genelle³tirmesi üzerine olan uygulamalar�na yer verilecektir.

4.1 q-Bernstein Polinomlar�

Kabul edelim ki; n ∈ N, f ∈ C[0, 1], x ∈ [0, 1] ve q ∈ (0, 1] olsun. Bernstein

polinomu ve onun q-genelle³tirmesi

Bn(f ;x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f
(k
n

)
xk(1− x)n−k, (4.1)

Bn(f ;x; q) =
n∑
k=0

[
n

k

]
q

f
( [k]q

[n]q

)
xk

n−k−1∏
s=0

(1− qsx) (4.2)

olarak tan�mlanmaktad�r [17],[21]. Burada

[n]q := 1 + q + ...+ qn−1(n = 1, 2, ...); [0]q := 0,

[n]q =

{
1−qn
1−q , q 6= 1 ise

[n]q = n, q = 1 ise

ve
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[n]q! =

{
[n]q...[2]q[1]q, n = 1, 2, ... ise

1, n = 0 ise

[
n

k

]
q

:=
[n]q!

[k]q![n− k]q!

olarak tan�mlanmaktad�r.

Burada Bn(f ;x) derecesi en fazla n olan bir polinomu göstermektedir. Kolayca

görebiliriz ki; Bn(f ; 0) = f(0) ve Bn(f ; 1) = f(1) e³itlikleri gerçeklenir.

Bernstein teoremi, [0, 1] aral�§� üzerinde Bn(f) dizisinin f fonksiyonuna düzgün

yak�nsad�§�n� ifade etmektedir. E§er q = 1 seçersek, genelle³tirilmi³ Bernstein

polinomu klasik Bernstein polinomuna dönü³ür. Her n ∈ N ve her q ∈ (0, 1] için

q-Bernstein polinomlar�

Bn(f ; 0; q) = f(0), Bn(f ; 1; q) = f(1)

özelliklerini sa§lamaktad�r.

(4.1) ve (4.2) ile tan�mlanan Klasik Bernstein polinomlar� ve q-Bernstein polinom-

lar� pozitif ve lineer operatörlerdir. Bu nedenle yakla³�n özellikleri klasik Korovkin

teoremi yard�m�yla incelenebilir [16]. Klasik Bernstein polinomlar�n�n lineer

olmayan yap�daki modi�kasyonu Bede ve Gal taraf�ndan üretilmi³tir [5]. Lineer

olmayan yap�daki operatörler için klasik Korovkin teoremini uygulayamay�z ancak

bu yeni operatörlerin klasik Bernstein polinomlar�yla benzer yakla³�m özellikleri

oldu§u Bede ve Gal taraf�ndan gösterilmi³tir [5]. Operatörler lineer olmad�§�ndan

dolay� bu çal�³malar yakla³�m teoremine önemli katk�lar sa§lamaktad�r. �imdi q-

Bernstein polinomlar�n�n lineer olmayan yap�daki versiyonunu inceleyece§iz.

C+[0, 1] := {f : [0, 1]→ [0,+∞) : f, [0, 1] üzerinde sürekli}
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olarak tan�mlayal�m. Binom aç�l�m�ndan dolay�

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = [x+ (1− x)]n = 1

oldu§unu biliyoruz. Bundan yararlanarak klasik Bernstein polinomunu

Bn(f ;x) =

∑n
k=0

(
n
k

)
f
(
k
n

)
xk(1− x)n−k∑n

k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k

³eklinde ifade edebiliriz. Bu formülde toplam operatörünü, maksimum oper-

atörüyle yer de§i³tirerek Bede ve Gal [5] a³a§�daki lineer olmayan yakla³�m

operatörünü elde etmi³tir:

B(M)
n (f ;x) =

∨n
k=0

(
n
k

)
f
(
k
n

)
xk(1− x)n−k∨n

k=0

(
n
k

)
xk(1− x)n−k

, (f ∈ C+[0, 1], n ∈ N). (4.3)

Burada "M" har� maksimumun k�saltmas�d�r. Bu lineer olmayan yakla³�m

operatörlerinin süreklilik modülü yard�m�yla yakla³�m h�z� a³a§�daki ³ekilde

hesaplanm�³t�r:

|B(M)
n (f ;x)− f(x)| = ω(f,

1√
n+ 1

).

Benzer ³ekilde lineer olmayan q-Bernstein operatörlerini de a³a§�daki ³ekilde

tan�mlayabiliriz:

B(M)
n (f ;x; q) =

∨n
k=0 pn,k(x; q)f

(
[k]q
[n]q

)
∨n
k=0 pn,k(x; q)

. (4.4)
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Burada n ∈ N, f ∈ C+[0, 1], x ∈ [0, 1] ve q ∈ (0, 1) olmak üzere pn,k(x; q),

pn,k(x; q) =

[
n

k

]
q

xk
n−k∏
s=1

(1− qsx)

³eklinde verilmektedir. E§er xn,k ve Kn(x, xn,k) ifadeleri

xn,k =
[k]q
[n]q

ve Kn(x, xn,k) =
pn,k(x; q)∨n
k=0 pn,k(x; q)

³eklinde tan�mlan�rsa q-Bernstein operatörleri için daha önce de (3.1) de verildi§i

gibi a³a§�daki formu elde ederiz:

B(M)
n (f ;x; q) =

n∨
k=0

Kn(x, xn,k).f(xn,k).

q → 1− iken (4.4) ile verilen B(M)
n (f ;x; q) operatörü (4.3) ile verilen B(M)

n (f ;x)

operatörüne indirgenir. Kolayca görebiliriz ki; her x ∈ [0, 1] ve her q ∈ (0, 1) için

n∨
k=0

pn,k(x; q) > 0

e³itsizli§i gerçeklenir. Bu nedenle B(M)
n (f ;x; q) operatörü iyi tan�ml�d�r. Her

f ∈ C+[0, 1] için

B(M)
n (f ; 0; q) = f(0)

e³itli§i gerçeklenir. Ayr�ca f ∈ C+[0, 1] ve f fonksiyonu [0, 1] aral�§� üzerinde

azalmayan ise
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B(M)
n (f ; 1; q) = f(1)

e³itli§ini elde ederiz. Gerçekten, f fonksiyonu [0, 1] aral�§� üzerinde azalmayan

oldu§unda

pn,k(1; q)f
( [k]q

[n]q

)
≤ pn,n(1; q)f

( [n]q
[n]q

)
= f(1)

e³itsizli§i gerçeklenir. Buradan B
(M)
n (f ; 1; q) = f(1) ifadesine ula³�r�z. Fakat

her f ∈ C+[0, 1] için bu sonuç elde edilemez. Örne§in [0, 1] aral�§� üzerinde

f(x) = 1− x fonksiyonunu göz önüne al�rsak, her q ∈ (0, 1) için

B(M)
n (f ; 1; q) > pn,0(1; q)f(0) =

n∏
s=1

(1− qs) > 0 = f(1)

e³itsizli§ini elde ederiz. f ∈ C+[0, 1] iken, her n ∈ N ve q ∈ (0, 1) için

B
(M)
n (f ; .; q) ∈ C+[0, 1] oldu§unu görebiliriz; ancak C+[0, 1] üzerinde lineer

de§ildir.

f, g ∈ C+[0, 1] için B(M)
n (f ;x; q) operatörü monoton artand�r. Yani

f ≤ g ⇒ B(M)
n (f ;x; q) ≤ B(M)

n (g;x; q) (4.5)

e³itsizli§i sa§lan�r. Ayr�ca her f, g ∈ C+[0, 1] için

B(M)
n (f + g;x; q) ≤ B(M)

n (f ;x; q) +B(M)
n (g;x; q) (4.6)

e³itsizli§i sa§lan�r. Bu e³itsizlik B
(M)
n (f ;x; q) operatörünün C+[0, 1] üzerinde

lineer olmad�§�n� gösterir.
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�imdi (4.5) ve (4.6) ile verilen e³itsizlikleri ve B
(M)
n (e0; 1; q) = 1 e³itli§ini

kullanarak B(M)
n (f ;x; q) operatörü için a³a§�daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.1.1. Her f ∈ C+[0, 1], n ∈ N, x ∈ [0, 1] ve q ∈ (0, 1) için

|B(M)
n (f ;x; q)− f(x)| ≤ 2ω(f, δn(x; q))

olur. Burada

δn(x; q) := B(M)
n (ϕx;x; q), ϕx(t) = |t− x|

³eklinde tan�mlanmaktad�r.

�imdi (0,1) aral�§�nda bulunan sabit q de§erini, terimleri (0,1) aral�§�nda bulunan

ve

0 < qn < 1, ∀n ∈ N

stA − lim
n
qn = 1 ve stA − lim qnn = 1

³artlar�n� sa§layan uygun bir qn dizisi ile yer de§i³tirirsek

stA − lim
n

∨
{B(M)

n (ϕx;x; qn) : x ∈ [0, 1]} = 0

e³itli§i gerçeklenmi³ olur. Yukar�daki ifade B(M)
n (ϕx;x; qn) operatörünün s�f�r

fonksiyonuna A-istatistiksel yak�nsakl�§�n� vermektedir.
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4.2 Sonuç Uyar�lar�

Bu yüksek lisans tezinde pseudo-lineer yap�daki (lineer olmayan) maksimum-

çarp�m operatörlerinin yakla³�m özellikleri incelenmi³tir. Özellikle yakla³�mdaki

klasik yak�nsakl�k yerine daha zay�f olan "istatistiksel yak�nsakl�k" kavram�

kullan�l�rken Duman [9] taraf�ndan elde edilen sonuçlara yer verilmi³tir. Bu

yakla³�mlar�n istatistiksel oranlar� da incelenmi³tir. Son olarak q-Bernstein

operatörleri yard�m�yla burada bulunan sonuçlara örnek te³kil edecek yeni bir

maksimum-çarp�m operatör dizisi in³a edilmi³tir.

Maksimum-çarp�m operatörleriyle elde edilen bu sonuçlar�n gelecek y�llardaki

çal�³malarda maksimum-minimum operatörlerine de aktar�lma potansiyeli bu-

lunmaktad�r. Üstelik istatistiksel yakla³�m için elde edilen teoremlerin "toplam

süreci" kavram�yla yeniden ele al�nmas� da bir ba³ka ara³t�rma problemi olarak

önerilebilir.
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